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PREFACE. 



Notre but, en publiant ce nouveau recueil^ est le 
même que celui qui a été atteint — on nous a encou- 
ragé à le croire — par les Exercices méthodiques de 
calcul différentiel : être ulile aux élèves qui abordent 
le calcul infinitésimal. 

Pour parvenir à cette fin, la même disposition de 
travail, les mêmes moyens ont été employés dans 
chacun des chapitres des deux recueils. 

Dans la préparation de ce livre, nous avons ren- 
contré beaucoup plus de difficulté que pour le calcul 
différentiel. 

C'est que les méthodes générales d'intégration sont 
bien moins nombreuses que celles de différentiation. 
Pour être méthodique, il nous a fallu rester très élé* 
mentaire. 

De là, les omissions, volontaires et réfléchies pour- 
tant, dont certes on nous accusera. Mais il nous a 
paru devoir élaguer de cet ouvrage des théories qui^ 
si belles et si ingénieuses qu'elles puissent être, ne 
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présentaient pas assez d'applications. Apprendre à 

int^rer de sorte que les traités spéciaux soient rendus 

abordables, tel a été notre principal objectif. 

Quant à la paternité des exemples et des exercices 

présentés dans cet ouvrage, nous renvoyons à ce que 
nous avons dit sur ce point dans la Préface du pre- 
mier recueil. 

Un conseil aux élèves pour terminer : s'ils veulent 
réaliser des progrès rapides par l'emploi de Fun et de 
Fautre des Exercices mélhodiquex, ils s'imposeront, 
chaque jour, la tâche suivante : 1^ revoir, avec 
l'ouvrage adopté dans le cours, la partie théorique 
dont les résultats sont rappelés en tète d'un chapitre 
ou d'une section de chapitre; "i^ lire avec attention 
les exemples d application, puis les faire et les refaire, 
se les approprier; 3* effectuer ne fût-ce qu'un ou 
deux des exercices qui viennent à la suite. 

Nous sommes persuadé que ceux qui, quotidienne- 
ment et avec ténacité, suivront ce conseil, nous seront 
reconnaissants de le leur avoir donné. 
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INTÉGRATION DES FONCTIONS EXPLICITES 
D'UNE SEULE VARIABLE. 

Rappelons sommairement : 

1^ Que la différentiation et l'intégration étant des opéra- 
tions inverses, on a : 

d »f f[x) dx = f(x) dx , 

/df{x) ^nx). 

2<» Que F{x) étant une intégrale particulière de l'expres- 
sion différentielle f(x) dX, ¥(x) -f- C en est l'intégrale géné- 
rale ; C représentant une constante arbitraire. De sorte que 

/f(x)dx = F(x) + C. 

3<* Que l'on peut faire sortir, du signe d'intégration, 
toute quantité constante qui multiplie la différentielle. 
Ainsi, a désignant une quantité constante, 

fof(x) dx == aj*f(i) dx. 

4<* Que l'intégrale d'une somme algébrique de différen- 
tielles est égale à la somme des intégrales de ces différen- 
tielles. Ainsi 

f\f{x) dx + f (x) dx — ^[x) rfx] 
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CHAPITRE I. 

INTÉGRATION IMMÉDIATE. 

L'application des trois premiers points que nous venons 
de rappeler permet d'obtenir immédiatement les intégrales 
des différentielles des fonctions simples dont nous avons 
dressé le tableau au chapitre I des Exercices méthodiques 
de calcul différentiel. 

Ainsi, de ce que 

d.x"' == mj6"'~*rfx, 

on tire : 

y rf . x" =y mx"^ * rfx , 

D'où 



/ 



X"' * rf J = — » 



m 
ou y si l'on remplace m par m -|- 1, 

/x""*"* 

Facilement, on dressera donc le tableau suivant 

a-c/x-— — + C. 
m -f- I 

dx 



(2) /'_^ = l/x + C. 
•>^ 2l/x 

/*f/x Logx . ^ 
X Log e 

-=iogx + C. 
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(5) /*a'(/x = -^ + C. 
J loga 

(«) f e'iix — e' + C 

(7) / cos X dx =« sin « -j- C. 

(8) / s\nxdx=^ — cosx + C. 

(») / — 7- = taDgx + C. 
^ cos' X 

/dx 
T-j COlgX + C. 
sin* X 



(H) / ^sëcx + C. 

t/ eos* X 



(*2) / . ^ =^ — cosécx + C. 
o/ sur X 

(io) / sin X rfx «= sin vers X -f- C. 

/* r/x 

(H) / — ^^ arc sin x 4- C. 



— :^:::::::33 = arc cos x -\- C 
|/i — X* 

/• dx 
— ^ = arc tang x + C. 

/• — dx 
— — « arc cotg X + C. 

(le) / =ar sécx-j-C. 

*/ a l/x' — ! 






■^ :•'"'. ■.^.■*.. V. 



^••i*:- 



•^-•■ 






l,.' 
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/* —dx 
■ = arc cosëc x + C. 

■ ^^ arc sin vers x + C. 
l/2x — x" 

iVo/a. — Quand l'expression d'une intégrale est logarith- 
mique, au lieu de représenter la constante arbitraire par C, 
on la représente avec avantage par Log C ou par log C, ou 
par une fonction convenable de ces logarithmes de C. 

Ainsi les intégrales (3) et (4) du tableau ci-dessus, s'écri- 
ront : 



/dx 
X 



\- Log C = — , 

Log e Log e 

/'dx 
— = log X + log C —= log Cx. 



I- 

I -3 



Les élèves ne pourraient trop s'exercer, non seulement 
à reproduire de mémoire le tableau d'intégrales primor- 
diales précédent, mais encore à le traduire en langage 
ordinaire et en regardant x comme représentant toute 
fonction explicite de x. Ainsi l'égalité 



/dx 
l^i —X* 



are sm x 



s'énoncera : l'intégrale de la différentielle d'une fonction 
de Xj divisée par la racine carrée de 1 dioins le carré de la 
fonction, est égale à l'arc dont le sinus est la fonction. 

Cette recommandation est de la plus grande importance ; 
elle permet, par exemple, d'écrire immédiatement : 



/ 



iwax*""* dx 



V\ — (ax'" + 6)* 



= arc sin [ax"* + ^). 
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CHAPITRE II. 

INTÉGRATION PAR TRANSFORMATIONS ALGÉBRIQLES. 

Quand l'intégration immédiate n'est point possible, on 
peut souvent faire subir, à la différentielle qu'il s'agit d'in- 
tégrer, des transformations algébriques qui, effectuées, 
permettent d'employer le tableau dressé au chapitre I et, 
même, peuvent faire trouver de nouvelles intégrales pri- 
mordiales. 

Ces transformations algébriques sont de deux sortes. 
Dans les unes, la variable indépendante x est conservée; 
dans les autres, il y a changement de variable. De là deux 
méthodes d'intégration, objet des sections suivantes. 

Section I. — Intégration par transformations algébriques, 

variable ind^endante conservée. 

Les transformations algébriques dont il s'agit (compre- 
nant les transformations trigonométriques) conduisent d'or- 
dinaire, d'une manière très simple, au résultat cherché. 

Exemple I. 

Soit à intégrer les expressions différentielles : 
dx dx dx 



Si l'on divise les deux termes de la première par a et 
ceux des deux autres par a', on obtient : 

dx 



/ dx p a 



X 

arc sin — 1~ C. 
a 
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dx 



/dx < /* a ^ * , ^ 
^ - / == - arc tans — h C 



dx 



/dx \ r a . X 
»«~ / = arc sec — -f"^ 



De la même manière, on trouve : 

dx ^ , ^ 

= arc cos — \-C. 



/dx 
Va* — x' 



/— i/x I X 

-_ — - = - arc colg - + C. 
ar+ x* a a 



/— dx i , X 
^ = - arc coscc — [- C. 
xV/x* — «• « « 

/rfx X 

— • «=s arc sin vers — (- C 

l/2iix — X* « 

Nota. — Les intégrales des fonctions circulaires se pré- 
sentent souvent sous ces formes; nous en avons présenté 
Fensemble, pour qu'il soit plus facile de les écrire de 
mémoire. 



y 



Bxemple II. 

* x""* dx 



a + hx' 



Multipliant les deux termes par nb^ afin que le numéra- 
teur devienne la différentielle du dénominateur, on a : 

/ —r-r-=-r I — ri — «— logC(a + 6x-). 
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Exemple lll« 

/{ax* + bx + cfdx. 

Le développement du carré donne : 

y(ax'-|-6x-j-c)'rfx 
=/[aV + 2a6x» + (6« + ^2ac) x' + 26cx + c«] dx 
« ayx*rfx+2a6/xyx+(6*+2ac)/xVx+2te/^^ 

= -— H + ^ ^ ^ + 6cx*-f- c'x + C. 

iVoto. — On opérera de même chaque fois que l'expres- 
sion différentielle pourra se décomposer dans la somme 
algébrique de plusieurs autres dont on connaisse les inté- 
grales ou que Ton sache intégrer. 



dx. 



Exemple IV 

/V^a + x 
\/a — X 
La multiplication des deux termes par \^a -^ x donne : 



/l/a + x , Wa-}-x)rfx /^ dx 

V/^ZT^ J l/a« — x' «/ l/a« — x' 

/^* XrfX . X , y— 

+ / — =»a.arcsm Va* — x'+C. 



/dx 



Exemple T. 

dx 



Multipliant les deux termes par x"', il vient : 

/dx /» X"* dx , y— 
= / -—-—— = _ l/x-« — 1 
x«v/rir7' */ l/x-'— I 

1/1 — x« 

I-C. 



s : EXERCICES MÉTHODIQUES 



/ 



Exemple Tff; 

dx 



X» + X + I 



Le dénominateur peut s'écrire f + (x -j- 1)'. 
Donc 

/* dx _ p dx 

i ^2 2 2x + < 
=^ n arc lang ^ = — :^ arc lang U C. 



s 



Kxemple vil. 

dx 



VK-^-kx-^ x' 



jLe trinôme sub-radical peut s'écrire S — (x r-^ 2f. 
Donc 



r 

y'^ dx r dx àr — 2 
. — ^ = / == arc sin — r4-C. 

l/i J- 4a: _ a:' -^^ I/5 — fx — 2)* l/s 



/, 



Exemple Vlii. 

— dx 



1/2 — 5x — 3x' 
La transformation du trinôme sub-radical conduit à v 

/— dx ; \ ^ -^ dx \ 

V/2 _ 5x — 3x' V/5 / . /49 7 ~3\» 

=a arc cos f- C. 
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Exemple IX. 

dx 



/dx 
X VAx^ — 4x — i 

La multiplication des deux termes par x"^ donne : 

/tfx /^ x-» dx 

X l/4x* — 4x — i ^ 1/4 — 4x-* — x* 

=/ 



— 1(— x-*rfx) x-« + 2 

arc ces 



1/8 _ (x-* + 2)' 2 1/2 



= are cos 1- C. 

2\/2.x 



/ 



Exemple IL, 
2x — 5 



■rfx. 



X* + 2ax + 3a* 

Par addition et soustraction de 2a au numérateur, on 
obtient : 

2x — 3 . /* 2x + 2a 

ax 






îî«S 



. 1 . ■ J 



J< 



+ 2ax + DO 

2a + 3 . x + a 
arc tang _ - 

a 1/2 , <«K2 






/ 



Exemple SLI. 



dx 



x' — a* 
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La décomposition, par l'algèbre, de la fraction ration- 
nelle -r donne 



J 1(J !_]. 

— a' 2a \x — a x 4-a/ 



X* — a' 2a \x — a x -j- 
et, par suite, 

/ dx i r /^ dx r dx 1 

x' — a* 2a L^ X — a ^ x + a J 

= _log ]-C; 

Î2a ^x + a^ ' 

intégrale primordiale que les élèves devront ajouter à celles 
du tableau, chapitre I. 
Nous disons : 

dx \ X 

— = loff — 



/* ttx \ X — a 
^ = — log 1- C. 
x« — a* âa *x4-a 



Nota. — De cette intégrale on tire aisément : 

« 

/dx I X ■4- a 

a' — X» 2o ®x — a ' 



Exemple IKIl. 

Dans l'intégration des différentielles trigonométriques de 
la forme sin*" x cos" x (te, m et n étant des exposants entiers, 
positifs ou négatifs, on est amené à chercher les intégrales 
des différentielles : 



dx, sinxdx, 


cos X c(x , 


tangxdx, 


cotg X dx , 


sin X cos X dx , 


dx 


sin X cos X 


sëc X dx , 


cosée X dx , 


tang"* xc^x, 


cotg"' X dx. 
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Les intégrales de dx, sin xdx, cosxdx sont connues; 
celles de tang^ x dx^ cotg" x dx seront données au cha- 
pitre III, section II ; chercher (question de grande utilité) 
les intégrales des autres. 



cos X dx 



/cos X dx 
colg X dx == — : = log sin x 4- C. 
sinx 



gin X dx 



/sin X dx 
tanffxdx = = — log cos x + C. 
cosx 

/ sin X cos X dx «= - / sin 2x dx =- - / sin 2x . 2dx 



1 

cos 2x + C. 

dx dx 



/dx /^ cos*x cos*x , ^ 
s=s / == Be]ogtangx-|'C. 
sin X cos X / sin x cos x tang x 



cos'x 



X 

/f* dx /^ ^'^ 
coséc X dx — / -: «=- / 
/ Slll X / . X X 
•^^ */ sin - cos - 



sin - cos 
2 2 



= log lang ^ + C- 

/> /-.ex /-MtH 

/ sec X dx s» / *« / — T 

^ ./ ^'^ J sing + .) 

^ + ^J + C- 
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/ 



Exemple 1KIII< 

I — X sin a 



I — î2x sin a + X* 



dx. 



Que l'on remplace, au numérateur, 1 par sin* a + cos* a, 
et l'on obtient : 



/\ — X sin a 
: ; — 1 dx 
\ — 2x sm a -f- X 

/Vos' a — sill a(x — sin a) 
: — dx 
I — 2x sin a -j- X* 

. /• dx /• X — sin a , 

= cos*a / „ — sm « / ■■ — : ; dx 

J i— î2xsina-|-x* J \ — Î2x8ma+x* 



, r dx ^ . r 2x— Ssina 

= cos'« / — r : sina / : -//x 

^ cos'a-j-(x — sma)' 1 J i— 2xsma-f-x* 



X — sma 



cos a . arc tang sin a log l/i — 2x sin x + x* -|- C. 

cosa 



Section II. — Intégration par substitution. 

Quand l'intégrale de f(x) dx ne peut être obtenue immé- 
diatement, on peut encore établir une égalité entre deux 
expressions de x et d'une nouvelle variable indépendante z, 
expressions choisies de manière que la différentielle /l[x) dx 
se transforme, par le calcul, dans la différentielle inté- 
grable (f{z) dz. 

Le résultat de l'intégration de f\x)dx n'est autre que 
celui de l'intégration de o[%) dz après que, dans ce dernier, 
on a remplacé z par sa valeur en x, tirée de l'égalité posée. 

Kxeniplo I. 

Soit l'expression différentielle f{x). f'{x) dx, c'est-à-dire le 
produit d'une fonction f{x) et de sa différentielle f'(x) dx. 
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Si l'on pose 


f{x) = Z , 


<roù 


f\x)dx — dz. 


on obtient : 





13 



y^/(x) . r(x) dx^j^z rfz - ^ - ^(Ax) f +.C. }. 

Donc l'intégrale du produit d'une fonction et de sa diffé- 
rentielle est égale à la moitié du carré de la fonction. 
De sorte que l'on peut écrire immédiatement : 

/\ 
sin ar ces X rfx = - sin' X + C. 

/\ dx \ , . 

/dx \ . 

arc (ang x . ^ == - (arc tang x)* + C. 

On trouverait de la même manière : 

y [A:t) j« . /-(x) d» = --L. [/-(x)]-^ + C, 

expression que nous laissons aux élèves de traduire en lan- 
gage ordinaire et qui permet d'écrire, par exemple, 

/ (a + 6x'")" x"-* rfx «= — A (a + 6x"')" . i«6x*"-* dx 

Exemple II. 

y (x — a)« 

Posant X — a= ;?, d'où dx := dz, on obtient : 
/• dx r ■ z-+« 1 

/ = / 2^".(/z=-^ =— 

J (x — a/ J -w+1 (m — i );:«-* 

1 

= 1- C. 

(n— 1i(x — a)"-«^ 
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/ 



xdx 



X* + a*)' 



dz 
Que l'on pose a:* -j- a' = «, d'où xdx=—et l'on trouve 

(X* + a*y ay 2(n — i ) (x' + a*)--* 



Exemple IV. 



/flTx 
— (Voir exemple IX, section I.) 

1 ^^ 

En posant x«-d'où (te = -^tm^: 

z z* 

/" dx _ r __iiL 

J X Vax* — 4x — 1 ^y 4 . /"i : 









are cos :: (- C. 

2l/î2x 



Exemple T. 

r/jr 



*/ (I— X*)* 

La multiplication des deux termes, par x"', donne : 

/• dx r x""'c/x f^ x"'</x 



1 X»— 2x 'rfx 
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et, si Ton pose, x^* — 1 = a, d'où — ix" • ilx = rf«, 

I 



/dx ^ /• 5^ i «"• 



I X 

, - + C. 



-- — ^: ' dx = / -^ ax. 

6(l^x + l) «/ 6(x» + l) 

Posons ^ = z*y l'exposant de z étant le ntoîiidr» miil- 
tiple des dénominateurs des eiposauito fractionnarres j et ^. 
Nous obtiendrons : 

. dx= / --—; — x*dz = / -T— — dz 

^/zUz —fz'dz ^JzUz +/ z*dz-\'/z dz —J dz 

r dz \ f 9zdx^ 



z' z» :»*^ . z* «• 



---)~+-;^ z-j- arc langx — logl^z'+i 

A o *2 

et, en remplaçant ;$ par x<, 

l/~ . ^ 5 i 1 L 

/V X I X« X« X* X« X* I 

+ arc tang x« — log yx « -|- I -|- C. 

Nota. — On opérera de la même manière chaque fois 
que la différentielle à intégrer ne contiendra, en fait de 
radicaux, que des monômes irrationnels de x. 
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/ 



Rxcniple Tll 

(Ix 



Posant V^x^-\-\ = z — x^ afin qu'en élevant les deux 
membres au carré, l'égalité résultante soit du premier degré 
en Xy on trouve : 

2' I 

X = — 1 — ; 
et, par suite, 

Par substitution, on a donc 

= log (ar + ^/iî+T) + c. ; 

De même, on obtiendrait : 

f '''' = log (a: + ^^:^^^^T) + c. 

Do sorte que l'on peut écrire : 

///jp 

= log (x + V^x* db i ) + C. 

dx 



Si Ton demandait le résultat de l'intégration de 



Vx^ zh a^' 
en divisant les deux termes par a, on trouverait : 



/dx . a- + l/ar* di a* 

Intégrale primordiale ; l'ajouter à celles du tableau, cha- 
pitre I. 



/dx 
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Exemple Tlli. 



Que Ton pose Vi—x* = x« — 1, et, en élevant les deux 
membres au carré, l'égalité résultante sera du premier degré 
en Xf et donnera : 

.T= : 

d'où 

V i —x^ = ---- — , rfx = — 2 dz , 

et, par substitution, 

rdz i X 

De même, on trouverait : 



*/ j. 



c^x , X 

= % +C' 



i/i 4-x» 1 + i/r+^ 

Donc, en une seule formule : 

/dx X 
= ïog r- + C. 
^1/1 mx* i +1/1 dba* 

Si la différentielle à intégrer était — . la division 

X Va^ zb x^ 

des deux termes, par a', fournirait : 

r dx \ X 
(25) / ^ =-log : +C. 

^ xl/o*dbx* « a + l/tt« =h X* ' 

Encore une intégrale primordiale que les élèves devront 
ajouter à celles du tableau, chapitre I. 

2 
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Nous ne présentons que ce peu d'exemples de l'intégra- 
tion par substitution, notre but n'étant ici que d'initier aux 
ressources de cette méthode dont les chapitres IV et V ne 
sont que le développement. 

Yoici une série de questions à résoudre, en faisant usage 
de l'intégration immédiate et de l'intégration par transfor- 
mations algébriques. 

Pour abréger, nous désignerons souvent, dans tout ce 
qui suit, le résultat de l'intégration par S. 

i. Pourquoi peut-on écrire, immédiatement : 

Réponse. — Parce que le numérateur de la quantité 
sous le signe J est la différentielle du dénominateur. 
Formule (4). 

2. Pourquoi peut-on écrire, immédiatement : 

(2ax + 6) rfx , / 



/, 



1/ ax* -j- 6x -f- c 

Réponse. — Parce que le numérateur de la quantité 
sous le signe J est la différentielle de la quantité sul>- 
radicale. Formule (2). 

3. Écrire, immédiatement, le résultat de l'intégration de 

adx 
a*x^ — b*' 

i ax — b 
S = - log — + C. Formule (2i). 

r 

4. Ecrire, immédiatement, le résultat de l'intégration de 

wa*" x*""* dx 

■ ■ ■ ■■-■■■ — -■ I ■ I # 



S = log ^ ^ ^ , ^ ~ 1- C. Formule (22). 
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L'expression peut s'écrire : 
et donne, formule (1) : 

3 

s = ^ f-C. 

^ 2a; W 

Soit qu'on opère directement, soit qu'on pose d'abord 
^ = «*, on trouve : 

X — \ 

S=— — - + logCx. 

Vx 

9. f ^^^ . 
On a : 

a'6« + x*"2y aV + (xT = 2^'''*'°8i5 + ^- 

10. r f^ . 

r_xdx_ ^ \ /» 2xrfx 1 x' + o6 
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x\lx 



11 



/xUlx 



/• xVx _ I r IxHx __ 1 



= - arc sin "ir^ + C. 



12 



■/ 



.T"-* 



^/x 



.ïn 



nx"~*rfx 



/x"**(/x 1 /^ I 



V/(a6)*« + x*' ^.>^ l/(o6)*'" + (X")» 



i x"+l/(a6)*~+x'" ^ 

= ;;'"« w- "^ 



13. f ^^ + ^ 

J X 



dx. 



La multiplication des deux termes par l^x* + l conduit à 
S = V/x* + 1 + log 



i ^ Vx^ + 1 



/* l/x + 1 , 
14. / ^=zrfx. 

^ X l/x — i 



Si l'on multiplie les deux termes par l/x + 1, on trouve : 

S = log (x + Vx^ — 1 ) + arc sëc x + C. 
f/x 



15. 



J (a 



(a + 6x") 



n ' 



En multipliant les deux termes par .t-""*, on obtient 
d'abord : 

/* dx /• x-'-^rfx ^ i n — nax'"''^ dx 

(a + 6x") " «y (0X-" + 6) - J (ax-" + 6) » 
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puis, posant ax'" -}- & = ;5, 



a * 



(a 4" bx^)" 



p V X 

16, / z.àx, (Voir l'exemple VI, section II.) 

S == 4 f i yy^ — ^'"x + arc tang l^'ij + C. 



.»y— «e^— 



17. / — ^ rfx. 



/ 



Fx — i 



S = 6|^^x«+-x« + -x» + -x«+-a»+x«+log(x«-1)J+C. 

S = -— log — : + C. 

»/5 2X+1+K5 

19. Pourquoi le résultat de Texercice qui précède 

r dx \ 2x + 1 — V^5 

/ = log — -L f-C, 

J x« + x- ! 1/5 2^_|.^ ^^/5 

est-il si différent de celui que Ton a trouvé, exemple VI, 
section I, 

/dx 2 2x + 1 
-r = arc fane ■ h C ?.... 
x' + x+i v/3 ^ 1/3 ^ 

Réponse. — La forme générale des deux intégrales est 

/dx 
X* -|- px + </ ' 
et, par décomposition du trinôme, 

/dx ^ dx 

?+ï^V (>+i)'4-^')' 
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Si Ton 3iqy>^, on intègre par la formule (16) ; mais si 
Ton a ç < Y, on intègre par la formule (21). 

4e 

20. 



'•/: 



3fl:*+2a: + i 



^ 3a: + l . ^ 
S = — i^arc lang ■ \- C. 

1/2 1/2 



dx 
21 



■y 



l/i + 4x + X* 



X -f- 2 -I- l/i + 4x 4- x' 

S = log ^ ^ ^ — 3:^ + C. 

1/5 
22. Pourquoi le résultat de l'exercice 21 



/ 



+ log r^z h C, 



1+4X + X* ' " v/3 



= arc sin }- C ?.., 



est-il si différent de celui qui a été obtenu section I, 
exemple VII, 

dx X — 2 

__-— — — — ^ = arc sin 

+ 4x — a« V/H 

Réponse. — Les deux intégrales sont contenues dans 
l'expression 

^ l/db X* -[- px -|- 9 

qui, par décomposition du trinôme, devient : 

dx /^ dx 

ou 



fv 



pV , L P'\ I \ / 



^+ï] + \^-'li] -' \[^-^'^-[^-^ 



et, par conséquent, s'intègre par la formule (22) ou par la 
formule (14), selon que l'exposant de a?* est + 1 ou — 1. 



23 



■/ 
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\/i + !2(a -f- 6) X — (a + 6)* x* 

i (a + 6)x— 1 
S = — — arcsin ^ ^ ^ + C. 

a + ^ 1/2 



24 



J xl/x« 



+ !2aa — a' 



Multipliant les deux termes par x"\ puis posant x~* = ;8», 

on obtient : 

1 .X — a 

S = - arc sm -f- C. 

/a a: 1/2 



25. / — ^ 

^ X l/a* 4- 2ax — x^ 



En opérant comme dans rexercice qui précède, on 
trouve : 

^ i . xl/2 

S = - log — + C. 

« a + X + l/a» + 2ax — x» 
c/x 

26. 



J fx' 



(x« + px + 7)* 

La décomposition du trinôme, puis la substitution de z 
à a; + 1 , permettent d'employer le résultat de l'exercice 15 

et donnent : 

2 2x + p 

H— P l/a:« + px + ç 

xdx 
27. 



•A- 



(ac' + px + 9)' 
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On a : 

2x -[- p — p) (Ix 



/jdx _^ C ( --^ 



+ px + 9)« 
1 /^^ (2x -\-ji)dx V f^ ^^ 



/-* (2x + p)dx p n 

(x' + px + g)* 'J 



Des deux intégrales dans lesquelles se décompose 'ainsi 
l'intégrale proposée, la première se trouve facilement en 
posant «' + JP^ + î = ^ î ®t I21 seconde est, à une constante 
près, celle de l'exercice précédent. 

g_ ^ px + 29 ^ 

^7 - P* ' i/iT^T^^qr^ 

^ /* rfx 

28. /-7-^ ^- 

,y sin'xcosx 

dx /•(sin'x -|- cos*x) f/x 



J sur X cos' X ^ 



29 



sin* X cos* X 
S = tang X — cotg x = — 2 cotg 2x + C. 

dx 



/dx 
i — cos X 



i — cos X = 2 «in* - X ; 

2 

substituant, on obtient : 

1 
S = — cotg - X -f- C. 

/* cos X dx 
./ o + sm X 

i 

S = -log(a*-|-6*sinx) + C. 

31. / (tang* X — cotg' x) dx. 

De ce que tang' x = sec* x — 1 et cotg* x = coséc' x — 1 , 

2 

S = tang x + colg x = 1- C. 

sin 2x 
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dx 



32. / - 

Divisant les deux termes par cos* x, il vient : 

1 fi \ 

S = arc tang tang x + C. 

1/2 Vl/â / 

33. / sin mx cos nx dx, 

La transformation .du produit sin mx cos nx dans la 
somme de deux sinus par la formule connue, conduit à 

i fcos (m -f- w) X cos (m — n) xl 

S = — — I h- I -f~ C. 

"2 \_ m-^- n m — n J 

34. Vérifier, en intégrant leurs premiers membres, les 
égalités : 

/. I Tsin (m-^n)x sin (m — n) x"| 
sm mx sm nx dx ^= -f- C, 
2 |_ m -{- n m — n J 

/I fsin (m + ») X sin (m — ») xl , ^ 
ces mx cos nx ax == ' + C. 
^ L '>' + 'ï w — n J 

35. ^ ''" 



^ 5 -f- 4- cos X 
Le dénominateur peut s'écrire 

5 ( sin* -- X + cos* - x +41 cos' - x — sin' - x 1 • 

Par suite 

dx /^ dx 



/dx /^ 

S + icosx"" / J . . ,1 

mj 9cos*-x + sin'-x 

/a.~x 
2 
— 
9 cos' - X + sin' - x 
2 2 
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et, en divisant les deox termes de la dernière expression 
parcos'-x. 



2 /i i \ 

S — ~ arc lang |- laog ~ xj + 



36 



'•/*- 



-|-5cosx 

Même procédé de calcul que dans l'exerdce précédent. 

1 

^ Ung-x + 3 

S^jlog + C. 

Ung-x — 3 

37. Pourquoi les intégrales des exercices 35 et36donnentr 
elles des résultats si différents? 
Réponse. — La forme générale des intégrales est 

r ^ 

e/ a -(- 6 ces X 
Pour ay h^ 

/ dx ^ n rfx 
a -4- ^ ces X / \ 
J (a + 6)cos'-- 



^x + (a — 6)sin'-x 
arc tang \/ -lans-x +C. 



Mais pour a < fr, 

dx r^ dx 



/^ ax r^ 

o + 6 CCS X / 



1 . ,* 

+ a) ces* - X — (6 — a) sm' -• x 



^ \ 

,6 — a tang 7 3: -f" Vb-{-â 

log ? + C. 



*^*' — "* 1/6 — tt tang ix — 1/6+^ 



38./* 

J 13 + 12sinx 
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dx 



/dx 
«3 + 12sina: 



t/' 



d .-x 
2 



/ 1 1 \ 11 

i 3 sin'~x + cos'-a: + i 2 • 2 sin - x cos - a: 

\ 2 ^ 2 y ^ 2 2 



Divisant les deux termes par cos' - x, puis posant 

tang -x=«2, on trouve, après avoir intégré et rem- 

1 
placé z par tang - x , 

2 i3tang-x + i2 
S = -arc tang 1 ] + C. 



dx 
39, 



/dx 

12+ 15 sin X 



Si l'on opère comme dans Texercice précédent, on 
obtient : 



i \ 

^ ,3 tang-x + 2 
1 2 1 ^ 2 ^ 
S t= - loff - . 

5 ''S i 



+ C. 



2tang-x + 3| 



40. Pourquoi les intégrales des exercices 38 et 39 
donnent-elles des résultats si différents? 

Réponse. — La forme générale des intégrales est 

/dx 
a -f- 6 sin X 
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Pour a > fr, 

tt -|- 6 sin X a / à* — 6* / , 6\ ' 

2 /atang-x-l-6 

arc tang 1 -—zznzz — / + C. 



Mais pour a < è, 

da; 2 /^ rfz 



/* da; 2 /^ 



6* — a' 



a^ a' 



1 



a tans - a -1- ^ — ^b* — «* 
1 ^2 ^ 

log ^ f- C. 



1/6^ — a^ ^ 



a tang -- x + 6 + ^^* — f** 



« • '^ 



•A 



+ 6 tang X 



i cos X (/a 



a + 6 tang x a cos x -f- ^ sin x a" + 6* a' + 6* 
Donc 

c/ a-|-6langx ^/ \acosx-|-6sinx a*+6v a*+6*e/ 

= ^ [6 log (a cos X 4- 6 sin x) + ax] + C. 

il -p u 

42 



t/ o sm X 



-f- 6 cos X 
Si Ton pose 

a = /c cos a, b = k sin a, 
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on obtient 

/dx i /^ dx 

a s\n X '{' b Qos X X/^^ZlT^J siii (x -f- «) 

1 , ^ + « . ^ 
log lang — ~ (-C. 
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■ /■— 

J a sm X 



dx 



-(- h cos X "|- c 

Posant 

a = A' sin a, b ^=k cos a, c = lik^ 

on trouve : 

/dx _ ' /* ^^ 

a sin X -f- 6 cos X + c l/«* _l ft* J h -^ cos (x — a) 

l'intégrale finale se traitant comme dans l'exercice 37. 



CHAPITRE 111. 

INTÉGRATION PAR PARTIES. 

Section I. — Intégration directe, 

M et v représentant des fonctions de x, on sait que 

d.uv == udv -|- vdu. 
D'où, par intégration et transposition, 

fudv^uv — fvdti (1) 

Cela rappelé, si, par les méthodes, objet des deux pre- 
miers chapitres, on ne peut intégrer l'expression f(x) dx^ 
on posera 

u = /"(x), dv = rfx; 
d'où 

diit=:i/'(x)dx, v = x; 
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et Ton trouvera par substitution dans la relation (1) : 

ff[x)dx^xf(x)—fxf\x)dx ... (2) 

Donc, si par les procédés déjà vus, l'intégration de 
xf[x) dx peut s'effectuer, celle de f(x) dx sera donnée par 
l'égalité (2). 

Beaucoup plus souvent, on peut décomposer la fonc- 
tion f{x) en deux facteurs, <f[x) et i/[x)^ et, l'expression à 
intégrer étant alors (f[x) if{x) dx, on pose : 

u-=s^(x), dvt=^{x)dx; 

d'où 

du = f(x) dx, V a= F(x), 

Par substitution dans la relation fondamentale (1), on 
obtient : 

/f(x)dx = f(x)F{x)—/f\x)F{x)dx; . . (3) 

et, si l'intégrale ûnsAe, J'(f'(x) .F(x) dx, peut se trouver par 
l'une des méthodes connues, la question est résolue. Le 
succès de cette intégration dépend, évidemment, du choix 
des facteurs dans lesquels on décompose la fonction f(x). 

Nota. — Dans les applications, nous ne désignerons 
souvent, pour abréger, que l'un des facteurs. 

Ejiemple I. 

/logx.dx. 

Posons 

tiBsslogx, dv^sadx; 

d'où 

dx 
du = — , v = x. 

X 

La substitution, dans la relation (1), conduit à 

/ log X .dx == X log X — fdxy 
ou 

/ log x.dx = X (log X — 1) + C. 
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Kzeniple ii. 



/^x arc sin x 
— ■ dx. 



l/T — X 
Posant 



xdx 

u =» arc sin x, dv • 



[/i —X 



on a : 



dx 



du ■= — > r = — l/i — x*. 

Substituant dans la relation (1), il vient : 

/ x arc sin x .- j . Z*^.- 5 dx 

— dx = — vi — x'.apcsin x-[- / «^i — x* — 

V/i — x» ^ l/Tir^ 

= X — 1/ 1 — X*. arc sin X -{- C 

Exemple III* 

/ x*c* dx. 

Faisons 

u = X*, dv = t'dx ; 
d'où 

c/ti =ç= 2xdx, r =» c*. 

La substitution dans la relation (1) donne d'abord 

/xVrfx = x'e* — 2 /xe'dx. 

En intégrant de même, par parties, l'intégrale finale 
J'xe'dXy c'est-à-dire posant 

t/e=ax, dv^=^t'dx; 
d'où 

du = (/x, r = e'; 

la relation fondamentale fournit : 

fxe'dx = xc' — e', 
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et, par substitution de cette expression de fx^ix dans 
celle dey^Vàc, on a : 

J X Vdx — a:*(?« — 2xe' + 2c* = e* (x* — 2x + 2) + C. 

iVo/a. — Une double décomposition par parties, comme 
celle que Ton vient de faire, donne parfois des résultats 
dignes de remarque; l'exemple suivant le montrera. 

Exemple IV. 
J t* cos xdx. 

Posant 

ti =3 cos X , d\) «= (fdx ; 

d'où 

dw = — sin X dx, i? = e*; 

on trouve d'abord : 

/e' cos X c/x = e* cos x + /c sin x dx. . . (a) 

L'intégration de l'intégrale finale, y^' sin x rfx, en posant : 

?^s=3sinx, d« = e'dx; 

d'où 

du B= cos X dx , r == e*; 
donne 

/"e* sin xdx = e'sin X — /"c'cosxdx . . (p) 

Des deux égalités (a) et (P), on tire facilement : 



/ 



1 

e* cos X dx = - e* (sin x -|- ces x) -j- C , 

et 

c' sin X dx = - e' (sin x — cos x) -(- C ; 



c'est-à-dire le résultat de l'intégration de la difiFérentielle 
donnée e'cosxda; et celui de la différentielle similaire 
e* sin X dx, 

i. Montrer, en intégrant, que : 

fcos X log sin x.dx = sin x (log sin x — i) + C. 
/sin X log cos x.dx = cosx (1 — logcosx) + C. 
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2. Effectuer les intégrations qui conduisent aux égalités : 

/arcsinx.r/x = x.arcsinx -\-V^i — a*-f-C. 
fùTC cos x.ilx =x.aiccosx — 1/ 1 — x* -f- C. 
/arc lnngx.(/x sax.arc langx — log l/T-j-x* -f- C. 
/arc col g x.rfx = x.arc coïg x -f- log l/l-j-x* -f- C. 
/arcsccx.c/x = x.arc sec x — log(x+l/x* — l) + C. 
/arc coséc x.rfx = x.arc coscc x + log (x -f- l^x* — 1 ) + C. 

3. /arcsin vers x.rfx. 
On trouve d'abord : 

S = X arc sin vers x — / — — • 

•^ [/:u — x* 
D'autre part, 

J Vtx — X* c/ V/:2x — X* 



arc SU) vers x. 



Donc, 

S = (x — 1 ) arc sin vers x + V^2x — x* -|- C. 

4. /xVrfx. 

Deux intégrations successives donnent : 

r x' 5x 2 1 

S = a' 1 4- C 

Lioga (log a/ (ioga)='J 



— =r 
l/l— X» 



»«»"»'rfx 

V/T~~ 

Si Ton pose u = c""»'»», on trouve : 

/Xe *^ •'" ' rfx y /^ 

= — l/i— x*c«"''^'>«+ /c"*''"'rfx. 

3 
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Mais si Ton pose u = x, on obtient : 

____== are "••'"'— /e'"**"'rfx. 

l/l— x« *J 

Additionnant et soustrayant les deux égalités précédentes, 
membre à membre, on a : 



arc s(n x 



— _— -— = - c»"*'-' ( X -^ V/ 1 — x»^ + C, 



et 

I 



/'e "••*"' rfx = - c "«•'»' (x + V\ — X») + C. 

/tt — 2x . ^ /a — X - 

«arc siu v — ; — c/x. 
l/ax — X* ^ « + ^ 

. « /a — X - . 

Posant u = arc sm v — ; — , on obtient : 

▼ a + x 

S = 2 l/ax — x" arc. sin V ^— + a l/ïïlog (a + x) -f- C 

^ a + x 

arc sec V/ ^ dx. 

Faire m = arc séc V/ -^ conduit à : 

^ 1 — X- 



S = — l/l — X* arc sec \/ , + l/?arc tang x + C 



/x (3 — x^) arc tnng x , 
-^ r-^— ^'^• 
(I — x*)^ 

x{2 -4-1 X*) 

Si l'on pose u = arc tang x^ du = z — dx ; 

(1 — X*)'* 

on trouve : 

1 -f-x' 
S = — -- arc tang x — arc sin x -|- C. 
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/^ are tnng s 
-dx, 
(i + :cV 

Par deux intégrations successives, dans chacune des- 
quelles on pose u = e'"^ ""«', on obtient : 

/2 g arc long X ^ /^ Xf "^ *""' * 



et 



/j,^ arc t»ng « | ^ çûi* lang « 
-dx-= ___«"• '•t'-l- / .dx. 



D'où, 



et 



/g are tang x 

/^^ are tang S 



X -1- i 

2l/i +x' 



f/x = -—::::==^ e'" **°«* -f- C. 



Section IL — Intégration par réduction successive. 

Quand l'expression difFérenliclle à intégrer est de la 
forme [f{x)]"(lx, ou, plus généralement, de la forme 
[ç(j:)]" [i(x)]"'f/.r, rintégration par parties fournit souvent 
des formules de réduction qui ramènent ù intép;rer des 
expressions différenticUos semblables, mais dans lesquelles 
l'exposant n dans les expressions de la première forme, et, 
l'un ou l'autre ou tous deux des exposants n et m dans les 
expressions de la seconde forme, sont diminués d'une ou 
de plusieurs unités. 

En appliquant ces formules de réduction une ou plu- 
sieurs fois de suite, on parvient à intégrer certaines expres- 
sions difïcrcnticllos — formes dont il s'agit — dans les- 
quelles n et m sont des nombres particuliers. 
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Exemple !• 

y(iogx)"rfx. 

En posant u = (log x)" et dv «» dXy on trouve, immédia- 
teraent, la formule de rcduclion : 

y (log a:)" dx = x(log j)" — «/(log x)—* dx. 
Pour n = 1, on en tire 

/log x.dx -= X (log X — i) + C. 
Pour n = 2, 

f (log x)» dx = X [(log x)» — 2 log X + 2] + C. 

Pour H =i= 3, 

/(log X)» dx — X [(log x)» — 3 (log x)« + C log X — 6] + C. 

etc. 

Et, en général, 

/(log x)" dx 

= X [(log x)" — n (log x)-* + « (;i — 1 ) (log x)'-' — etc.] + a 

Exoniplo II. 

/x"e"'dx. 

Si l'on fait u = x" et dv = e"'dx, on obtient la formule 
de réduction : 

/x'ï*"* n /^ 
X Vdx = / x"-* e*'dx. 
a aj 

Si a = 1 et n = l, 2, 3, etc., il vient généralement : 
/ xVdx == c* [x» — ijx"-» + w(« — \ ) X"-'— etc.] + C. 



/ 



Exemple m* 

x"dx 

»/a* — X»' 



-» - — •- ^- 



/ 
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ûcdx 
Posant u = it*""* et dv = — , on obtient : 

Va' — X* 



/x"dx ——— /^ 

KO* — jë* </ 



cfx 



= — X— «l/tt^ — a;'^ + (7i— 1) / 



'jr«-«(a« — x')f/x 



l/«'' — x' 
a" " * r/x 






l/a» — a» 



D'où, en transposant le dernier terme, réduisant et divi- 
sant par n, 



^ a' I 

Va^~x^ n n J V/a* — X* 

Telle est la formule de réduction. 

Si n est pair, Tintégrale finale se réduit à 



/, 



dx X 

= arcsiri -; 



Vix^ - x* « 

si n est impair, elle se réduit à 

'" X dx 



/' X (fX /-- 

Pour 71 = 2, la formule donne : 

y"* xVx 1 / , / x\ 

— ■ = X Va' — X* — a* are sin - 1 + C. 



Pour n = 3, 



xVx ViC — x' 



/xVx ViC-^x^ . 
—== ^ {x« + 2cO + C. 
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Exemple IV. 

/dx 

On a : 

/dx { r{a^ + a:» — x») dx 

d'où 

^ a:rfx 

Or, en posant w =x et dt; = ---- — —, on obtient : 

^ (a'-l-xV 

/' x'//x X i /^ dx 

(a* + X*)" "" " (2w — î2)(a* + xV"* ^n — ^lj (a'^ + x*)— •^ 

donc, par substitution et réduction : 

/cfx i X 2n — 3 1 /^ (/x 

/^ dx 1 wC 

L'intégrale finale se réduit à / -- — • = - arc tang -. 

c/ a^+o;' a a 

Quand a= 1, la formule devient : 

/* dx 1 X Î2» — 5 /^ dx 

(T+xY ^ îiin — 2 * (I +xT-* "*" 2yi — 2^ (l-|-xT~' 

/• dx 
7—7 — r-= arc tang x, 
1 +^ 

Sous cette forme ou sous la précédente, cette formule 
de réduction est excessivement importante, car elle doit 
toujours élre employée, nous le verrons au chapitre sui- 
vant, dans le cas le plus difficile de Tintcgration des frac- 
tions rationnelles. 

Nous engageons donc les élèves à la retenir de mémoire. 
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et faisons chose utile en présentant ce qu'elle donne pour 
n = 2, n = 3, n = 4. 

/dx i X , 1 i X 
= — • — • -: arc tang — J- C. 
(lî' + xy î2 aV + x*)^2 Cl* ""a^ 

/dx i X 5 X 

(tt* + X*)' "" 4 ' a'(o* + X*)* "^ 4^ a*(a* + x') 

.51 X 

+ -— - • - arc lang - + C 

/dx 1 X 5 X 

(a* + X*)* ^ 6 * a*((i* + x'*)^ "^ gTÎ a*ia^ + a»)» 

, 6.5 X 5.5 \ X , 

+ .. X r> « ^ . — r H r -= arc tang - + C. 

6.4.2 a«(a* + x*j ' 6.4.2 o' ^o * 



Quand a=:l, 



/dx 1 X , 1 

— ; — Tl == - • T— 7 — -, + - arc lang x + C. 
{I 4-xV t^ 1+x'^ 2 ^ ^ 

/dx 1 X 5 X , 5 

(ht^' =r (TT^+iTâ rR+ï:^ "'••='""8^+^- 

/* dx i X 5 X 

(I +xV""6'(l +xt'^6^(J +xy'^ 



5.5 X 



6 4(1 +x''f ' 6.4.2 1+x» 
+ ^-^, «rc lang x + C. 



/ 



Exemple w» 

x'^dx 



â n 



("' + ^^ 



xclx 
Faisant î( = x'""* et 6Îy= 7—- — —, on obtient immé- 

(a^ + X-)" 

diatement 

/x'"rfx 1 jc""* m — i /* x"'"'dx 

(o* + xy ^ "" 2n — "2 ' (a' + a'/-* "*" !2m — 2^ (a- + xT-* 
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Pour m = s et n »» 3, 

y^ x^tix 1 X \^ r ^^ 
(a« + x^f "" "" 4 l(i* + xy '^ij K+âV 

/* dx 
TT—. — r:iclans 
(a* + x-V 
rcxcmplc précédent, 

/flr'f/x \ X X 

(a* + a*)' ^~V (a* + x'f "^ 4 . :ia\u' + x*J 

1 1 X 

H = arc lang - + C. 

Exoniplo Tl« 

/sin"'xcos''xrfx. (m et n étant des nombres entiers, 
positifs ou négatifs.) 

Posant u = cos"-* x et rfy = sin*" x cos x rfx, on trouve : 

/sin" X ces- X dx 
sin"'+'xcos"-*x n — I /*. j, , , 

sin^+'x cos"'*x îi — I 



sin'"+'x cos""*x n — 1 



w — I /^ 
•4 / si n"* X ( l — cos' x) cos""'x dx 



n — 1 



« — 1 /^ . 

H ; — / sirrx 

/siirx 



cos"~'x dx 



cos*xc/x. 



Transposant le dernier terme, réduisant et divisant par 
le coefficient dey sin'" x cos" x dx, il vient : 



/ 



sin'"xcos''xrfx = 



sîii"*"'"*.r cos"~*x 



n — \ 



m-^ 



- / sin'"xcos"~*xrfx. . . (2) 
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Si l'on eût posé u = sin'"-*x et d» = cos" x sîn x dx, 
on aurait trouvé d*abord 



/ sin"*x 



ces" X dx a= 



sin^'^x cos*****x 



n + 1 
H r~r / sin"'"'xcos"+'xdx . . (3) 



+ 
et, en remplaçant cos""*'*j; par cos" j;(l — sin'x), 



/ sin'"x 



cos" X dx ss — 



sin*~*x cos"^*x 



m + w 

m — i f* 
A : — / sin"-'x cos"xdx . . (4) 

Des formules (2) et (4), on tire aisément : 

/, sin^'^xcosx 171 — 1 /* - , 
sin^xdx — 1 / sin"'"'xdx. (5) 
"' % ^ 

/, sinxcos""*x . « — 1 /* . . 
ccs^xdxss / cos*~*xdx. . (G) 
u n J 

/* (Ix cos X in — 2 /* dx 
. = / (7) 
sin" X (m — 1) siii'""*x m — 1 »/ sin*-'x 

/• dx sîn X n — 2 /* dx 
— r- H / T-- • • (8) 
cob"x (n — l)cos" *x n — ij cos"-'x 

sin^xdx .sin'""*x m — 1 /*sin*""*xdx 



cos" X 



/sm'^xffx .sin'"""x m — 1 /' 

coa" X (in — n) iros" "* X m — n^ 

/sin^xdx sin^+'x . n — iw — 2 /*sin''xdx 
= / (io) 
cos^x (?i — i)cos"~*x n — 1 ,/ cob"~*x 

/C05"xdx cos""*x n — i /*cos"~'xdx , 
= 1 / (il) 
6in'"x (n — ïM)siià"'"*x n^mj sin"* x 

/cos^xdx cos""*"*x m — n — 2 /*cos"xdx , 
= 1 / (12) 
siu"" X (m— 1 ) sin""* x iw — i ./ siu^'^x 



/ 
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dx 1 



/ 



/ 



sin^x cos"x (il — i) sin'""*x co^'^'x 

m + fi — 2 r rfx 

-\ T" / -^ ITT^* • • (^^) 

M — 1 ^ sin'"xcos"'x 

dx ^ i 

sin'" X cos" X (m — 1 ) siu*""* x cos""' x 

+"'+"-^ /• — ;^^ — . . . (14) 



De la formule (3), en remplaçant n par — m, et de la 
formule (t), en remplaçant m par — ?i, on lire immédiate- 
ment : 



/tang"*xr/x = lanû^-'x — / tang*~'x£/x. . 
m — 1 J 

I colg"xrfx = colg"'"*x — / colg"~*xrfx. . 



(i5) 



(16) 



1 






&"dx 



Posant M = c"', on obtient : 

/c^dx 1 e"' a re*(\x 

x" "^ "" Il — i âr~* ' w — . 1 y a:"-' 

Pour u = 4 et a = l, 

/edx e' . 1 /•cV/x 
— r = -7-3U' + ^ + 2)+-: / 
a* Ox" Oe/ X 

D'ailleurs, on verra au dernier chapitre que 

/c'dx . x' x' 
= C + Iogx + xH -H [- 



etc. 
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Faisant u = (log xy\ on trouve : 

/ a;-(Iogar)"c/j? = -^^- -—- / a;"'(logx)"-*rfx. 

^ wj + t m + ic/ 

Pour w = 2 et n = 2, 
y x'(log rr)' rfx = I [(log X)' - ? log X + Ij + C. 

3. ysin'xrfx, /sin'xc/x, /sin*xdx, 
et 

J'cos^xdxy J'cos^xdx, /cos^xdx. 

Les formules de réduction (S) et (C) de l'exemple VI, 
donnent : 

/ sin* X dx = (siij x cos x — x) -|- C , 

/COS X 
sin' X dx = ;^- (siu' x + 2) -f G, 

/. . , <'0s oc I , , 5 \ 5x 
sm* xdx = sin' x + ~ sin x -\ 1- C, 

/ cos' X dx = - (sin X cos x -|- x) -|- C , 

/sinx^ „ , ^ 
cos' X dx = — ^— (cos* X + 2) -(- C, 

/sin X / , 5 \ 3x 
cos* X dx == — ; — l cos' X+-COSX -\ |-C 
4 V 2 / ' 8 ^ 

/dx /^ dx /* dx r dx 

sin*x t/ sin*x c/ cos*x ^Z t*os**x 
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Les formules (7) et (8) de l'exemple VI, fournissent : 

rfx rosx i ^ , ^ 

-— = L - log tang - + C, 



siirx 
rfx 



/ 

/rfx cosx . 2 

-7-7- = — , . , — rCOlgx + C, 
siirx d biii X d 

y cos'x 4 Ws* X ^ 2 cos' J ~ 8 " °\i^ 'il 

/ilx sin X / I 4 1 \ . 8 

— ï- = -^ -^- + r— î- +T?»anSJf + C. 
coi»* X a Vcoà* X D cos* x/ i a 

/»sîn*x . /*sin'x , /»sinxf/x /•sin'x . 

8. / c/x, / 7x, / — et / — — flx. 

^ cosx J COS'X ^ coa'x J cos*x 



Formules (9) et (10) de l'exeraplc VI : 



/ !!!Lf clx = — ^^(sin'x + 5) + log tang (^ + ;-) + C, 

/sin'x i 

— — rfx== — 3j.^,^x(sin*^ + 4-sm»x--8) + C. 

/sinxf/x »în'x/ i i \ i . ^ 
= 1 -I ^C, 
coîj® X Ji \cos' X cos* xl 5 cos x 

/ 



sin'x . sin'x ® 



rfx = : h C. 



cos* X 5 cob"* X 5 cos x 

/•cos' X /'cos* X /*cos' X /*cos X rfx 

6. / -T rfx, / -::-^rfx, / ^-r- » / — r-r 

Formules (H) et (12) de l'exemple VI : 



cos'x . cos'x 



rfx ■= log sin X -f- C , 



Slll X 2 



/cos*x - /cos'x 5 3 \ 

rfx = — 1--^ f--8inxcosx + -x) +C, 



DE CALCUL INTÉGRAL. 



_-_ dx =» — I ; . , + cos' X -f- 2 log sm X I + C, 
siii'x VJmji*x ' '^ / 

/*COS X rfx cos' X / 1 1 \ 

/ c/x /* dx r dx 

siu' X cos X t/ siii X cos* x »/ siu* x cos* x 
et 

/dx 
siu' X cos'' X 

r 

Formules (13) et (14) de Texcmple VI : 
-r-r = — — -; — [-loglangx + C, 

= — -.— A h log lang - + C, 

sin X (OS* X 3 cos** x cos x 2 

C-J^-^ î_f_L_ + 4_ + J_l 

^ sin'xcos"x 5c6sx\Min*x siià*x sin x/ 



16 

-j- — lungx + C. 
o 



8. /sin' X cos* x i/x, /sin' x cos* x f/x, /sin* x cos' x dx , 
/sîn'xcos'xc/x. 

Formules (2) et (4) de Icxcmplc VI : 

/, , , cos"' X I ^ 2\ 
sin* X cos' xdx = — I siii" x -|- ~ I -|- C, 

/. , . , sin'xcosx /cos-x ,1\ 
sm' X cos* X ax = I + - 

\ , 
— — (sin X cos X — x) + C, 
liî 
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sin* X cos* X dx «= — — I cos* x -f- - 1 + C, 

/^ _ sin* X / - , cos' X 1 \ 

9. /tang'xdx, /tang'xc/x, /tang*xf/x, 

et 

/colg'xrfx, /colg'xrfx, /col8*xrfx. 

Formules (15) et (16) de l'excmplo VI : 
/ lang* X rfx = lang X — x + C. 

/, , lanpi'x 
tang' X ax = f- log cos x + C. 

/lang^ X 
tang* X ax = — ;: lang x -j- x -|- C. 

/cotg'xrfx (co.sx + x) + C. 

//cotg* X \ 

colg'x rfx==a — I 1- log sin xl + C. 

/L . Icol^x \ 

cclg* X ax = — ( colg X — X I -f- C. 

/x"dx 

l/a-l-i 



+ 6x 
En posant m = x% on trouve d'abord 



/x"r/x Sx" , ^,, — --7- 2» /* , , y . ■ . 

■ == -— y/g + 6x — — / x-*l/o-f-6x.dx, 
l/a + 6x ^ ^-^ 
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et, en dédoublant l'intégrale finale après Tavoir écrite 

— - — — (Ix, on obtient : 
Va + bx 

x"(lx 2x'*\/a-\- hx 2/1 « /* x'"'*dx 



/x"(lx ^x''Va-\-hx 2/1 ^ /* ^"" 

y/cT+Ui^ (2n+l)6 ~2M^"Sy V^-|-6x 

Pour /i = 1, 

= = 2l/a + 6x U— — H-C. 

Pour 71 = 2. 

= 2>/a4-6xUT- — TT^T--^ ; +C. 

Pour n = 3, 

/' a" 
17^ 



a'^/x 



4-6x 



^.y — r-7-/^" ^> o^ . C.4 «*x G.4.2a'\ . ^ 

« 2 l/a + 6x -l-C. 

^ \76 7.5 6^* ^7.5.5 6= 7.5.56V^ 



(a -j- 6xj' 



Posant M = x" et opérant comme dans l'exercice précé 
dent, on obtient la formule de réduction : 



s 



/x"(lx ox"(a + 6x)' 5/1 a f* x"-Vx 

/ , / -3 "" T^" + ^) 6 "" 5'* +^i"bj rm 

Pour 71 = 1, 

(a -|- bxf 
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Pour II = 2, 

t /«s 



/x*//x - fx* 6 ax 6.3 a'\ 

— -i =■ 3(- + 6x). (_ - __ +^-jj_ -J + C. 

(a -j- 6x)' 
Pour II =» 3, 

— —î-o(a + tx) (--—- + ^-j-^_ 

(o + 6x)* 

9.6.3 a*\ ^ 

H.8.6.2 6V^ 
12. / (o' — x')* (Ixy n étant impair. 
Posant M — (a* — x')* , on trouve d'abord : 

/n « y^ Il 

(a«_xVc/x = x(a' — x'j^ + » /xV — x'j«" dx 

et en dédoublant Tintégralo finale après Tavoir écrite : 

Ao« — (a« — x')] (a' — xV "*dfx, 
îl vient : 

/,; , xa« — X-)* .fia' /* , ," i . 
a' - x'j^ dx -—L + —^ / (a' -. X')* dx. 
n -f- i n -j- 1 e/ 

# 

Pour n««l, 

(o' — x')'dx=-L— — i-H arcsin--{-C. 

Pour n = 3, 

8 

/• x(a' + xV 3 

(««-xyc/x = J-JlJ.+ — aMa'-x')v 

3 X 

-I- - — - a* arc sin - -{- C. 
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Pour n == 5, 

8 

(„^_x')V/x=-L_J.+_„V(a«-,rT 

^o r àx 

13. / _^ ij étant impair. 

On a : 

dx \ ><»(«« -|- or' — X*) dx 






* X* ^/x 



_^ r dx \ /' 



(a^ + x')"*" ^ (a' + x7 

Or, en posant u = x, 

'sSlx X 



r 's\ix ^ 



(a* + x')* (n — 2) (a' + x*] 

dx 



u 

-1 






Substituant, on obtient : 



/ 



dx 



X 



» tt 



(a'+ar')» (n — 2) a* (o' + a-' * 



- I 



« — 5 i /» r/x 



Pour « = 3, 

/dx X 
1 î + c. 



fi 

z - i 



4 
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Pour n = 8, 

/ » "" * («« I ^« ■'' ^) "*■ ^' 

H. Z'^^. 

«/ x"l/x*— i 
On a : 

X- l/x* — i J x'^* \/x* — 1 

1 
Si l'on pose u = --^^ , on trouve d'abord : 

/• dx Vx' — K , , , ., fVx^ - i 



«+J 



(iai;. 



Dédoublant l'intégrale finale, après en avoir multiplié les 
deux termes par Vx^ — 1, 



/dx l/x* — i , /* dx 

x« l/x' — i x"+* ^^^ x" l/x* — i 

r dx 

-(w + / ■ > 

Transposant le dernier terme, réduisant, puis changeant 
Il en n — 2, il vient : 

/dx l/x* — 1 n — ^r dx 

X" l/x« — 1 (n— i)x»-* n — \J a;-«l/irrï 

Pour n = 2, 



/ ' dx ^/^^37 ^c^ 



x' l/x« — 1 '«^ 



■ V— -■ _ - • • 
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Pour n = 3, 

/' àx _ Vx^ — i 1 

/ . > — — 1 — arc séc op -J- C. 

Pour n = 4, 



/' dx Vx'—i /i . \ . 

J x'X/x' — X 3x W I 



15. - ^" 






l/l +x^ 



Opérant comme dans rexercice précédent, on trouve la 
formule de réduction : 



/dx \ Ki+x* «—2 r dx 

x"|/rf^~ '» — ^ ^""^ ^ — ^c/ x"-« l/ï"+^^ 

Pour ?i = 2, 



e/ x» l/i + X* ^ 

Pour w = 3, 

c/x \/ \ -|- a;* 1 . X 



/rfx K 1 -f- X' 1 



v/TTp^ 2x' 2 i^v/îq:^ 

Pour n = 4, 



+ C. 



c/ X* l/i + X' 3x \x» / 

,^ /' x«dx 
16. / ' 

^ \/jtax — X* 
Faisons x = ^az* ; il vient : 

— 2 (2a)" / — =• 
l/2ax — X* «/ V/i— ;?« 
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Or, la formule de réduction de l'exemple III, en y rem- 
plaçant X par z, a par l et n par â/i, fournit : 



J V/r=lï^ ^n ^ ^In J V/m^*' 

d'où, en multipliant les deux membres par âlfia)", puis rem- 
plaçant z par \/ — : 

2u 



" - * V'-lax — a* . 2n — i r r" " * rfjc 






Pour îi = 1, 

/•'*^'^ . / ; , . ^ . ^ 

— = — \/'2ax — X* -{- a. arc sin vers — f- C. 
V/âdx — X* « 

Pour n = 2, 

/xVx . y^ r /x , 3a' 



s 



3a' . -^ , ^ 

-I arc S4n vers — f- C. 

^2 a ' 



Pour ?i = 3, 

/x'rfx .y 5 /x* . 5ax . 5.5a" \ 
= — l/:2ax->xM~ + - 



5.3a' . X 

-J arc sm vers - + C 

^ 3.2 a^ 

17. /x"cosxrfx. 

Une première intégration, en posant w = x", donne 
fx" cos X dx = x" sin x — n/x" ~ * sin x rfx. 

Une seconde intégration, en faisant M = ic''~*, fournit : 
/x""* sinx£/x== — x""' cosx + (n — Ijyx^^'cosxrfx. 



DE CALCUL INTÉGRAL. 53 

D'où, par substitution : 

/^x" cos X lU' = x" sin X -[- wx""* cos x 

— n(u — i) /x"""* cos X dx. 

Pour n = 1, 

y X cos X c/x = X sin x -f- cos x -f- C. 
Pour ?i = 2, 
y X* cos X rfx =» X* sin x + 2x cos x — 2 sin x 4- C 

Pour ?i = 3, 
y x' cos X rfx ==x' sin x -(- 3x' cos a — 6x sin x — 6 cos x -|-C. 

18. yx" sin xc/x. 

En procédant comme dans l'exercice qui précède, on 
trouve : 

y x^ sin X c/x = — x" cos x -f- wx""* sin x 

— w(w — ! )y x""* sin x(/x. 

Pour n = 1, 

y X sin X rfx = — X cos x -j- sin x -[- C. 

Pour 11 = 2, 
y X* sin X rfx = — x' cos x -{- 2x sin x -|- 2 cos x -f- C. 

Pour n = 3, 

yx* sin xrfx = — x' cos x -[- 3x' sin x -{- 6x cos x 

— sin X -|- C. 

19. y e"* cos" xrfx. 

On a : 
y e" cos" X rfx =afe" cos""'x(i — sin* x) rfx 

=y e"* cos"-* xrfx — y e*^ cos^-'x sin' xrfx. 
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Posant u = e" sin x, on trouve : 

1 

n—i 



e" cos"''x sin' x = e" cos"~'a* sin x 



a /• ^ /* 
-j / c"' cos"~*x sin X rfx H / e"* ces" xdx; 



puis, faisant u «» e"', on obtient : 



/i a /* 

e" cos"""*x sin xrfx = c*' cos" x -J — / e" cos" xdx. 
n nj 

Par substitution, réduction et division par le coeflScieiit 
dey e" cos" x dx, on a : 



/ 



e" cos""*x(a cos X + « sin x) 
e"'cos"xdx = ' 



' e** cos"~* X ax. 






/• , e"'(o cos X + sin x) 
e" cos xax = — : — 1- C. 
o' + l ^ 



+ 
Pour n = 1, 

e**(a cos X + sin x) 

Pour ?i = 2, 

e** cos x(a cos x -}- ^ sin x) 2e' 

a«-f4 '"0(0* +4) 

Pour n = 3, 

e" cos'x(a cos x + 5 sin x) 



/. . «•* cos x(a cos X + 2 sm x) 2e"' 
e'^cos'x rfx — î^ A hC 



/ 



c*' cos* X rfx 



6e"(a cos x -|- sin x) 
+ (a'+l)(o' + 9) + • 



20. I e" sia" X dx. 
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En opérant comme dans l'exercice qui précède, on 
trouve : 



/* . „ , e"sin""'*j:(asin Jc — ncosx 
e"' sm" X rfar = ^ 
a*-|-n' 



+ 
Pour n = l, 



^ e«* sin-'x dx. 






/* . , e"(asinx — cosx) 
e" sm X dx = — ^ ^ + C. 



a*+ I 
Pour w = 2, 



/* . , , e"'sinx(asin X — 2cosx) 2c"* 
e" sin' X dx = 1— : H h C. 

Pour n = 3, 

e" sin' x(a sin x — 3 cos x) 



/ 



c**sin*xrfx = 



a'-}-9 



6e"*(a sin x — cos x) 
(o' + !)(«' + 9) ■'■^' 



dx 
21 ■ 



■/(a 



(a -}- 6 cos x)" 
Évidemment, 



rfx /* sin'xdx /* cos'xc/x 



/cfx /^ sm'xdx /^ 

(a + 6 cos x)" y (a -f- 6 cos x)" J (a + 6 cos x)' 

Posant u = sin x, on trouve : 

sin' xdx 1 sin x 



/i 



(a + fr cos X)" (n — 1) 6 (a -f- 6 cos x)""* 

\ r cos xdx 

(n — i) 6^/ (a + 6cosx)"~* 



m EXERCICES MÉTHODIQUES 

D'autre part, 

/* cos*xdx i /'(a* — a* — b*cos*x)dx 

(a + 6 cos x)" 6*e/ (« + ^ cos x)" 

a* /^ dx 1 /"*(a — bcosx)dx 

~" 6V (a + <> cos x)" 6V (rt + 6 cos x)""* 

* ^* </x a r dx 



T*J (a + 6 cos x)- "" 6»y (ï 



{a -j-b cos x)*~* 
cos X dx 



(a-|-6cosx)"~* 
et 

cos X f/x i /'(a — o -|- 6 cos x) ^/x 



/* cosxax i /'(a — 

(a -f- 6 cos x)""* 6^ (a 



-|- b cos x)*"* 

rfx . i /* dx 



^ a /♦ rfx I ^ /* 

""""m (a+6cosx)»-*'^6yjâ 



/..\«-« 



(a-|-6cosx) 

D'où, par substitution, réduction et division par le 
coefficient de / - 



/ 



(a + ^ cos x)" ' 
dx — 6 sin x 



(a + & cos x)" (n — i) (a* — 6*) (a -|- 6 cos x)""* 

(2n — 3) a /* dx 



(2n — 3) a /* 



(w — ! ) (tt' — b^)J (a + b cos x)*-* 
n — 2 /' dx 



n — 2 /' 



+ 6 cos x)"~* 
Pour n = 2, 

dx — 6 sin x 



y (a 




+ 6 cos x)' (o* — 6*) (a + ^ cos x) 

■_a__ r dx 

o* — 6* «y tt + 6cosx 
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Si l'on suppose a > 6, il vient : 

dx i r b sin X 



37 



J (a 



(a -f* ^ cos 
2a 



Va^ — b^ 



_=_-L_r_ 

xy «^ — 6* La 



-(- 6 cos X 



arc tang 



— h 1 

— tang-xj^ 



+ C; 



et, pour a <Cb , 



J (a 



dx 



/>' — a* [a 



6 sin .1 



{a + b cos jt)* />* — a* |_a + 6 cos x 
1^6 — a tang i x -f- l^^T+a 



log 



1^6* — o* X/b — a tang i x — 1/6 + 
(Voir l'exercice 37, chapitre II.) 



ij+'^ 



22 



V (tt 



dx 



(a -f- ^ sin xf 



En procédant comme dans l'exercice qui précède, on 
obtient : 



J (a 



dx 



b cos X 



(o + 6 sin xY (n — \)[a' — 6*)(a + 6 sin x)" " * 

(2/1 — 5) a /* dx 



+ 



w — 2 






~(«— i)(a* — 6*)y (^ 



-{- 6 sin xY " * 
dx 



-\-b sin X)""* 



/i 



Pour M = 2, 
dx 



b cos 



in x) a^ — 6*^/ a 



rfx 



(a + 6 sin x)* (a* — 6*)(a -(- 6 sin x) * a' — 6V a + 6 sin x 
Si l'on suppose, en outre, a > è, on trouve : 

dx I r 6 cos X 



/c/x I r 

(a -f- ^ sin X)* a* — 6* La 



-f- b sin X 



, — /atangïx + 6^ 
-| — ____- apc lang 

Va" — 6* ^ l/a'-6* 



+ C; 
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et, pour a < fc, 

dx \ r I) cos x 



/dx \ r 

(a -|- 6 sin x)* 6* - a* [a 



+ 6 sin X 



a , a lang \ x -\~ b — 1/6* — a 



1/6'— a' a tang i x + 6 + l/6 
(Voir l'exercice 40, chapitre II.) 



il-- 



CHAPITRE IV. 

INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

Dans le dernier chapitre des Exercices méthodiques de 

fix) 
calcul différentiel, on a rappelé que — -- représentant une 

fraction dont les termes sont des fonctions entières et 

rationnelles de x (le degré du numérateur étant moindre 

fix) 
que celui du dénominateur), cette fraction —— pouvait 

toujours se décomposer en fractions plus simples, de l'une 
des quatre formes : 

A A Ax + B Ax + B 

X — a' (x -r- a)" ' (X — a)« + p* ' [(x — a)« -I- p»]- ' 

Dans ces fractions plus simples, a représente telle racine 
réelle de Téquation 

F(x)==0; 

a et p, les coefficients de tel couple de racines imaginaires 
conjuguées de la même équation ; n, un nombre entier 
positif; A et B, des constantes que le calcul différentiel 
détermine. 
L'intégration des expressions différentielles de la forme 

m 



¥(x) 



dx, f{x} et F(x) étant, bien entendu, des fonctions 
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entières et rationnelles de rr, sera donc ramenée à Tinté^ 
gration des différentielles 

kdx kdx (Ax + B)f/x (Ax + B) dx 

x — a' (x — a)- ' (X — af + p* ' [(X — a)* + (5«]- ' 

Or, 

/* kdx 
= A log(x - a) + C. 
(X — a) 

20 /L^_ A 4. c. (Voir chapi- 

y (X - a)- (« - 1) (X - a)-' ^ *^ 

tre II, section II, exemple II.) 

/'(Ax -f- B) (/x 
- — — devient, en posant x — a = «, 
(X_a)* + |=>* 

/•(Az + A« + B) dz 
et 

A Aoc I - R 2 

— - log {z^ + fi*) H — arc tang - • 

1 p p 

Donc, en remplaçant z par x — a : 

/(Ax + B)dx A, ,, ^, . ,-, 

Aa -4- B X — a , ^ 

H T— arc tang — — + C. 

P P 

4*» Si Ton pose x — ol = z, on obtient d'abord : 
/^ (Ax-}-B)«/x ___ r [kz + Aa + B) dz 
J [(X - «)' + p*]- ""7 (^' + ^V 



'1 
i 
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D'autre part, 

dz 
section II, exemple III) et (Aa -f- B) , ^ ^ ^ s'intégrera au 

moyen de la formule de réduction trouvée, chapitre III, 
section II, exemple IV. 

Par addition et, après avoir remplacé z par x — a, on 
obtiendra le résultat cherché. 

Nota, — En multipliant par dx chacune des fractions 
rationnelles que, dans le dernier chapitre des Exercices 
méthodiques de calcul ditjérentiel, on trouvera décomposées 
en fractions plus simples, on formera les expressions diffé- 
rentielles dont l'intégration est développée dans les exem- 
ples suivants, et celles que nous donnons à intégrer comme 
exercices. 

Exemple I* 



/ 



• iSa* — 70j:+98 ^ 

dx. 



x^ — 9jc* + î26x — 24 

On a trouvé : 

i2x» — 70X + 98 _ 3 4 5 



x» — 9x* + !26x — 24 X — 2x — 3'ar — 4 
Donc, 

y X» — 9x* + î2(;x — Î24 J x^^l^ J x-^Z^ J x — li 

= 3 log(x — 2) + 4 log(x — 3) 

_(-5Iog(x — 4) + logC 
= log C (x — 2)' (x — 3)* (x — 4)». 



y 



■''•+"',(«. 



Exemple II. 



(x - !)• 
On a obtenu : 



(x— !)• {«— <)• ' (x— !)• ' (x-l)« ' (x— 1)» ' (x— 1)» 
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Delà, 

/* dx P dx 

4 8 8 



5(x— i/ 4(a'— 1/ 3(x— 1/ 

4 1 



J ^'-\ 



-2[x^ \f x—\ 

\ 5x* — 30x' + 40x« — 20x + 7 

" i5(x — 1)*^ 

Rxemple III. 

Cx» + 25x — 9 



+ ^ 



+ C. 



4x'^ + 1 07x* — 4!22x + 850 
On a trouvé : 



dx. 



Gx* + 25x — 9 _ 5x + 1 3x — 1 



X*— i4x'+107x* — 422X + 830 (x — 3f+25 * (x — 4)* + 9 
Par conséquent, 



y X* - 1 



6x' + 25x — 9 



4x' + 1 07x' — 4i2x + 850 

— 3x+< , , r 3x— i 

dx 



dx 



y (x-3)' + 25 ''"*"y (x-4)* 



+ 9 



= — ^ ^^S [(^ — 5)' + -25] — - arc lang — g— 

+ ^log[(^-^)'+9] + yarclang'l^ + C 

5 (x — 4)'+9 11 X— 4 

= - lop; z 1 arc lans 

9 ^ (X — 5/ + -25 ^ 5 "^ 5 



8 X — 3 

— -arc lang— -— + C 



et 
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/ 



x(2j:* — a; + 5) 



Exemple IV. 



dx. 



La décomposition a donné : 

x(2x* — a; + 5) 5x + i 2x — i 
^x^+ I)* * (x* + i)* "^ x* + l 

•x(2x' — x-f 5) 



Donc 



/ 



dx 



(x^ + \f 
Z_ (/x + / dx 

n xdx r* dx r^xdx r dx 

"" V (x'+ij'+y (x«+i/ V v^\ j x«+i 

3 I X i 

= —- 1 1 — arc lang x 

-j- log (x* + ^ ) — ^""c ^^"g X + log C 

X — 3 ^ i 
=s ^- V- loff C(x* + I ) arc tang x. 



Exomple V, 



/x*rfx 
(x + a)'(x« + a* 



X' 



(a)+a)»(a;«+a*) 




Du résultat trouvé parla décomposition de 

en fractions plus simples, on tire : 

/xVx 
(x + a)^(jt« + a*) 

\ r dx \ r dx ^ r ^^^ 

^ ^J (x + «)• ~" Sây x + a "*" iây x*+a' 

= -^7-^~flog(x + a) + llog(x' + a') + C 
2(x + a) 2a 4a 



1 r l/x* + a* a 

I log ; 

2o [^ x-\-a x-j-a 



+ C. 



D£ CALCUL INTÉGRAL. 68 

Exemple ¥l. 



/ 



x' — 2a: + 1 

a or. 



X^ — ix + l 



Le résultat de la décomposition de ■ 

ar(x — 2) (a:* -f- 1)* 

permet d'écrire, tout de suite : 



/: 



«•-^+< „ 



x'(x — 2) (x' -f I f 

_ 4 /^dx 5 rdx i\ rdx \ r dx 
^"ij 1^'^lJ 'x*^~sj '7'^'iôJ X — 2 

/* {x+i)dx i /*7xJ-4 

j (x*+ir ^ sy ^^H^ ""' 

Or, 

1 /*^/x i 3 rdx ^ 3 

il /*rfx H, \ r dx i . ^ 

— / — = — logx» — / = — Io«(x — 2), 

%Jx % ^ hSsJ X — 2 40 '^^ " 

/•(x+l)cfx i X \ 

(X* + ir ^ 2(x* + 1) "" W^) " 2 ''' ''"^ ""' 



et 



Par addition et réduction, on obtient : 

/• x' — 2x + l . 1 x»»(x — 2) 13 
ax =3 — loff arc tang x 
x'(x — 2)(x*+1)* 40 ^(x» + 1f iO "- *'"«'^ 



5x' — 5x* + 3x — 1 

4x*(x*+i) ; 



+ C. 



iVo/a. — On voit que l'intégration des différentielles 

f{x) 

=---dir fournit généralement des fonctions rationnelles 
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de X, des logarithmes et des arcs-tangente. Pour additionner 
ceux-ci, .quand l'expression de la somme sera jugée assez 
simple, on fera usage de la formule connue : 

a ±h 
arc tane a =b arc tang 6 = arc tang -• 

a:* dx 



'J x' + {a 



^ h)x + ab 



S = — !— 1 6Mog (x + M - «' log (X + a)] + C. 
a — 



♦ a(7x*-"28ax-|-24a') , 

rrfX. 



/♦ a(7x'-"28ax-(-24c 
x^ — 7ax* -f- 1 4a*x — 

S = a log [C(x — a){x — t>a)*(x — Auf]. 

3 r '!^ ^ 3^ 

J a3 + (l/a + l/6 + l/^;x'+;V/a64-l/^+l/6c)x+l/a6c 
S == ::: log \x + Va) 

-I î log (x + \/b) 

J î ^^ log (x + l/c) + C. 

r 560x* — i20x + 17 , 
J 24x' — lOx'— 5x+l 

S = log C [(2x — \)' (3x — I)» (4x — 1)* 
x' — i 



/'x 



+ 21" 



rfx. 



Sx + 45 



s 
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6./ -' — ^ + ^ <(x. 



(x + \/-aJ 

2x' + 3 



S = C — 



4(x+l/^' 



(o + txy 



J (a — bxf 
g^ç, (2ar m (2o)— ' 



6(ii— «)(tt — 6x)--* i 6(n — 2)(a — 6x)"-* 
"* Ta 6(n — 3)(o — ôx)—* — ^^*^' 



'./ a:* + (a + 6)x» 



+ a6 



1 . x'4-« 



/' 2(x' + l)dar 
J x»+x'+i ■ 

2 xl/S 

S = — arctang^— -,+ C. 

/ • <2x' — 7x*+3 
'./ 4x«+21x* + 21x» + 4 ''^" 

2 (x'+1)' , i x(7x' + 3) 

1 5 '"^x' + 4)«(x' + i) + 3 "■' '""« 4x«+iSx« + 9x'+2 + ^• 

16(x' + 4)rfx 



,y (4x 



+ 4x + 1 7)' 



2x + 33 53 2x + l 

^°'l6(4x' + 4x+17) + 64'"''=""'«— r-+^- 

5 
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12. / . . . . dx. 



'•/ 



(x« + 1)' 



1 r 3x» 4- 2x' 4- 5x + 41 
8-2hog(x'+l)-3arctangx (x'-fT^)» J + C- 

4x'+6x- + 7x + 4 8V£5 gx + l 

3(«' + « + l)' ^9 * V/3 ^ 

(5x* — 7x) dx 



"773 



3x' + X* -f- 3x — 2 

«^ a;* — 1 X — 1 



^• + x* 

X \ X I z 

,^ /^15a;» + 5a:*+58x' + x' + 37a:— 16 ^ 
16. / T—. — r— : : : dx. 



ac* + 4ar* — a* — 4 



[» 5 "I 3j. 
C(x'+if (x' + 4)*(x — i)» (x + i)* H- 2 arc lang ^ 



/* x*dx 



1 r x + 4 2x«»+i)l 
S = — og —-î- ^ ' ' + C. 



18 C—J^— 



S == — h- loff 1 — arc tans; x + C. 

x^ k ^x + 4^2 ^ ^ 
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# jc* -4- 6x — 1 

f(x + 5)' 



s- ' r"loc'' + ^ <lx' + S5.^'-t9x + 25- [ 
""64L4 ''x — i ^x_i)«(x-}-3)» J"^ ■ 



X* dx 
ÎO ' 



'v *•+(« 



-I- 26)x« -f- 6(2o + 6)a; + o6' 



^ = (^HmÏ ["' '"8 (" + X) -h 6(6 - 2a) log (6 + x)] 

6' 



(«_6)(6 + x) 
dx 



+ C. 



21. / 

J x»(l— x')«(1-f x) 

3x* — X — 1 i x* 

2x'(l — x) ^ 4 ^ (1 — x^i + x) ^ 

/ ' 4x^(x*~x'~i)rfx 
V X» — 2x* — X* — 2x«— 1 ' 

2 xl/3 . 1 . X* — xl/5 + i 
S =— z arc lang ^^ + -— log 1- 

V/3 ^— *" 1/5 x«-fxl/5 + 1 

/ • x'(/x 

83, 



yx'(/x 
x« — 2x» + X* + x' — 2x + i 



i I i -4-1/2 

S—» ; - + -log(x — 1) -î- Iog(x« — x\/2+i) 

I -L. \/2 -I _ ^2 

"4 arctang(xl/2 — i) — log(x' + x\/2+ I) 

4 o 

i —1/2 ^ 

H arc tang (xl/2 + 1) + C. 



k 



<< 



.1 



r! 



1 

1 

I 



6S 



u 
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' J jc« - X» + 3.x' - 4x» + 3x — 1 



2x — 1 2 1/3 2x — 1 

c arc tang ^7- 



1/5 (2a; + 1)1/5 + 5 



25 



■/ 



S = 



5x' — iOx* + i21x* + 197a; — 287 

(x' — Sx + 8)» (a;' + 7) 

8x— 27 



7(x''— 5x + 8) 



89\/7 2x-o 

.__ arc tang ^ 



+ 6x= 



__L r,o. fllZ^^ + 2 1/5 arc tang ^^l + C. 



a' 



Dans ce résultat, R == l r 



27 



/x'rfx 
a+6x«" 



S = 



46RV/2 



lj,g_ —J 1- 2 arc tang 



x*+RïV/2+R' 



Rxl/Jl 
R'-x'J 



+ C, 



Dans ce résultat 



' « = ©'• 
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6d 



^•/; 



x'rfx 



-\-bx* 



cos - log ( «^ 



— 2Rx cos 



-|-cos 



— log X 



* — 2Rx cos 



i+''-) 

!+«•) 



S — 



56R 



TT 



+ 2 sin - arc lang 





X — R cos - 
5 

n 

R sin - 

5 



+ C. 



COS* h COS - 



+ 2 



5 



Stt 



3w? 
X — R cos — - 

5 5 

- arc tang 



sin 



R sin — 
5 



Iog(x + R) 



1 



Dans ce résultat, R = l - ) . 



39 



/• dx 

a -[- 6x* + ex* 



Si l'on a 6' — iac > 0, en posant 



I 



V/6* — 4ac = M, 

2c 2c 



et 



1 



— + — 1/6* — 4ac = N 

2c '2c 



on trouve : 



«(N - M) U/ 



X 1 

arc tane arc tang _ 

l/M Vm \/n l/N 
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Mais si Ton a 6* — 4ac < 0, en posant : 

6 






?1 -R 

Xi 



et 



2\/ac 



— COS a , 



on obtient : 



S«r 



i 



4cR' 



a 



2Rx sin - 
-arctang-g,— ^ 



sin- 
2 



a 



+ 



1 



log 



x' + 2Rx ces - + R» 



2 COS - x' ■— 2Rx ces - + R* 
2 2 ' 



+ C. 



cfx. 



30. f.^ 

J X-— i 

Si n est pair, 

iog(x-i) + (-iriog{x + i) 

\ ?-* ) 

s = 1 ( + 2m ^^^ ^^^ ^®S (^' — 2x COS A:e -(- 1 ) ( I ^ 



— 2 sin A:m8 arc tang 



X — COS A:fl 
sin A;d 



] 



Si n est impair, 



n-\ 



^ j log (x — 1) -f- 2^ COS Â:me log (x* — 2x cos Aô -j- i) 



n 



^ . , X — cosArol 

2 sin /cmâ arc tane 

^ ^in U J 



+ C. 



su 



27t 

Dans ces résultats, 6 = — • 

n 
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CHAPITRE V. 

RATIONALISATION (*) . 

Point de règles générales pour intégrer les expressions 
différentielles irrationnelles. 

Transformer, par substitution, certaines expressions en 
différentielles rationnelles, puis les intégrer sous leur nou- 
velle forme, tel est le but restreint et l'unique procédé. 

Rappelons quelques règles particulières données dans 
les cours. 

Première règle. — Toute expression différentielle qui ne 
renferme point d'autres irrationnelles que des puissances 
fractionnaires de la variable x^ peut se rationaliser en 
posant x = z\k étant le moindre multiple des dénomina- 
teurs des exposants fractionnaires. C'est la règle qui con- 
duit à l'intégration dite des monômes irrationnels. 

Comme application^ voir l'exemple VI, chapitre II, sec- 
tion II. 

Deuxième règle. — Toute expression de la forme 

xT (a ^ bx")^ dx , dans laquelle m, n, p et q sont des 
nombres entiers (n et q positifs, m et p positifs ou négatifs), 
peut être rationalisée : 

fjf^ _|_ \ 
'{o Si — ! — est un nombre entier, positif ou négatif, en 
n 

posant : 

a -f- 6a;" = «'. 

Mot anglais que nous nous sommes permis de franciser, afin 
d'abréger le discours. Dans le même but, nous avons fait emploi du 
verbe rationaliser avec cette signification : rendre rationnelle telle 
expression mathématique qui renferme des radicaux. E. B. 
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fH ' I 1 D 

go sj [--est un nombre entier, positif ou néga- 

n q 

tif, en posant : 

. C'est la règle qui conduit à l'intégration des différentielles 
Mnâmes. 



s 



Kxemple ■• 

xHx 



(a 4- hx^)' 



On a = — ;!-- »= 3 : posons donc a + to* = r. 

n 2 '^ 

^, . .al . Iz^ — a\^ .. Iz^—aVzdz 

D'où(a + 6ir*)«««,ic* = ( — r— I ela;»da: = (— r— 1 — • 

Substituant, il vient : 

et en remplaçant z par (a + hnf)* , 
p 3^dx (g + 6xy Rg + 6xy 2a (o + 6»') jl 



/ 



Exemple II. 

* x^dx 



s 



(I + x») 

iM + 1 » 6 + 4 3 
n ^ q 2 2 

Posons donc : 1 + ^^ = j:;*^*; on trouvera : 

^ ^ (^'-'0' (^' — ^)* 
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et, par substitution : 

x^dx 



/' x'^dx _ /^ dz 



Intégrant par la méthode des fractions rationnelles, on 
obtient : 

r dz 15«* — 2Sz' + 8 15 z-\-\ 

~J z\z^—\f 8«(«» — i)' ^16 "^7^"^ ' 



et, en remplaçant z par — 



X ' 



P x*dx 1 rx(2x*— 5jc*— 15) . , ,. ,sl „ 

Nota. — Si les exposants m et n étaient fractionnaires, 
on poserait au préalable x = u*, k étant le moindre mul- 
tiple de leurs dénominateurs, et Ton obtiendrait une 
expression en u à laquelle on pourrait appliquer la règle. 

1 

Si n était négatif, on poserait d'abord ^==- et l'on 

u 

aurait : 

x"'{a + 6x-") dx «= w-^*(a + 6m*) du, 

expression en u, semblable, mais dans laquelle n est 
positif. 

Troisième règle. — Toute expression de la forme 
/"(X, Va + bx) dXy X représentant, comme dans les règles 
suivantes, une fonction rationnelle de x., peut être rationa- 

1 

Usée en posant, soit a + te = z'^, soit a -{- te = - . 



Z' 
Exemple* 



/; 



dx 



(a + bx) I/o — bx 
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Posant a'^bx = 2*, on obtient : 

I y r- . 2zrf;z 

v^a — 6x = jz, rfx=« -— et a + 6x == 2a — ;?' : 

et, par substitution, 

/• rfaç ^ n dz i 2 — V/2Ô 

\ Va^-hx — l/2i 

log ^ — : + C. 



6l/2a l/a — 6x + l/2^ 

Qua trième rè gle. — Toute expression de la forme 
/"(X, Va-^bx") dx, peut être rationalisée en posant a?" -« y, 
puis en appliquant la troisième règle. 

Exemple. 

dx 



/* dx 



(a' + x«) 
Posant X* = î/, d'où dx = — ^, on a : 

dy 



/ dx r 

(a« + x«) l/a* — X* t/ (a 



21/ 



y 



(a« + x«) l/a* — X* t/ (a« + y) V/a^ -^ y 

1 
Faisant ensuite -r = 7?, d'où 

\ , , 2aV — 1 rfy dz 

= z, a»+y=x et -4r = 



l/tt« — y -' 2l/^ zVaV— 1 . 

il vient par substitution : 

dy 

/ 2l/^ r zdz_ 

(a' + y) l/a«— 1/ ""t-/ {2aV — 1 ) l/oV — \ 
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Enfin, posant aV — 1 «« u', d'où 

udu . • 

zdzm^-—y l/aV— 4 — u et 2aV— i— 2tt* + i, 

on obtient : 

du 



/zdz i r 

(2aV— i)l/aV— 1 ^ ^à^ J w'+i 



narc tang t/l/2. 

aV2 



D'où, facilement : 



r- 



= ::arc tang > -|" C. 



(a' + x') \/a* — X* a' l/f l/a« — x' 

Cinquième règle. — Toute diflférentielle de la forme 
/"(X, l/ô+^bxdtlc') dx peut être rationalisée : 

1*» Si le coefficient de x' est +1, en posant 

l/a + te + X* == ;5 — X. 

2« Si le coefficient de x* est — 1 et si a est positif, en 
posant l/a + te — x* = X2 — l^a. 

Si le coefficient de x* est — 1 et si a est négatif, en 
posant [/ — a + te — x* = ;s(a — x), a étant la plus grande 
des racines réelles de l'équation x' — te + a = 0. 

3« Que le coefficient de x* soit -f- 1 ou — 1, en rempla- 
çant 



4a — 6^ 



et 



l/a + 6x + X» par y/ [x + - j + 



et appliquant la quatrième règle. 
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Nota I. — Quand 6 = 0, V^a-\-bxdzx^ devient \/a db x^. 

Donc les deux premières parties de la cinquième règle 
s'appliquent aux expressions de la forme /*(X, l/a d= x*) dx, 
expressions que Ton peut aussi rationaliser au moyen de 
la quatrième règle. 

Nota II. — Si l'expression à rationaliser par la cinquième 

règle était de la forme /"(X, V^a + te zb ex*) dx^ on rem- 

• /a b 
placerait V^a + te dz ex* par [/c\ ^ "^ ^^ ^ ^" 



/; 



Exemple l. 

dx 



(I + X) l/i -f- x + x' 

Première solution. 



Si Ton pose l/l + ^ + ^' = ^ — ^» on trouve : 
et, en remplaçant z par \/l +^4-^* + ^» 



r ^^ ^io,c. ^^H=^+^+x 



(1 +x)l/l+x+x» l/| -f-a: + x» + x + 2 

Deuxième solution. 

/\ daç /^ dx 



1 

Faisant a: + - = t/, on obtient 



/\ dx_ /^ dy 
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Posant ensuite 1/3 + ^î/* =^z — ^y, on trouve : 
-^ (l+2t/)V/3 + 4y' y (z + 1)* — 4 2 + 3 



Or « = 2 1/Îd* + x+1 + 2a; + 1 ; la substitution donne 
donc 






/; 



Exemple ll( 



(1 + X) V/i+x — x' 



Faisant l/l + x — x* == rc;s — 1, on a : 

dz 



J (i+x)l/l+x~x* ^ ^« + 2z + 2 

= -2^—4— = -2arc,ang(z + 1) + C; 
V (2 + i)» + 1 ëv -r ;-r 



\/\ _1_ /p X* + 1 

et, en remplaçant ;5 par 



X 



rfx ^ V\ +x — x* + x+ i 

(1+x)l/l+x— X* 



- = — 2 arc tang- — — ^— — ' ' + C. 



/rfx 
f X — 2) l/^^ 



Exemple ill< 

rfx 



(a:_2)l/— D + 4x — X» 
Les racines de l'équation x* — 4x + 3 sont 3 et 1. 
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Posons donc 

V— 3 + 4x — x* = V/(5 — x)(x — i) == z (3 — x) , 
et Ton trouve : 

(x— 2)1/— 3+4x— X* V *'-^ ""'^+1 



7=-2/-^— =log-.^+IogC 

fx— 2)1/— 3+4x— X* c/ «-1 



et, en remplaçant z par 



VÏËl' 



/dx \/x--1— 1/3— X 
= log [- lofç C 
(X — 2)1/— 3 + 4x — x' l/x — 14-\/3— X 



^i — l/— 3 + 4x— x' 
= log C ^L 

'^ X — 2 



En dehors de quelques règles particulières, comme 
celles qui précèdent, certaines expressions différentielles 
en X peuvent se rationaliser en établissant entre x et une 
nouvelle variable z des relations que des recherches et 
l'habitude de l'analyse peuvent seules faire découvrir. 



/ 



Exemple I. 

(i + X*) dx 



et 



{i-x')i/r+7* 

xl/â 

En posant z = - — , on obtient : 

X ' xr 

1 1 — x' 



\/l_|_2« l/|+a:* 
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Par voie de multiplication, on a donc : 

l/< -\-z* (1 — jc') i/r+â* 

D'où, 

/• (1 + 1») dx \ r dz 

= -^iog(z+\/rqr?)+c 

= — ;:;log ; ; \-C. 

i/â < — * 



/; 



Exemple II. 

dx 



x*)V 



*^î— T* 



(i + X*) V(\ + x') 

X 

Posant z = —==:^z=ii , on trouve : 

dx 



dz = 



et 

i ^(i -j-x*)« — x* 

D'où, après multiplication, 

-r==== / — — = arctangz 

(1 +x*) |/(1 + X*)* — x' f/ "*■ ^ 

X 

= arc tang — — iiz=== + C. 
[/(I_|-a:*f — X* 

Ces deux exemples, comme les trois derniers des exer- 
cices qui suivent, sont tirés d'Euler. 
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Map9Ê*eie^a, 



Posant 1 4" ^ = «*. on obtient : 

t 

(i + a;*)' i 1 

S = ' \ ' — (i + X*)* + arc tang (i + x*)* + C 



'i. f x{i + X*)* dx. 



S = ^-(i + x'f + C. 



X* dx 

3. 



■/ 



(o + bxf 



4. I x{a-\- bxfdx» 



2 i /a + 6j? a\ 



3. 






S\* 



(i + 2x«) 



S = ^^ +C. 



6. /x»(1 + x)' dx, 

r., . JR^ +a?)' 3(1 +x)« . 3(1 +x) n 
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dx 

{x — \y 

Après avoir posé x — 1 = 2", on obtient : 






et, en appliquant la formule donnée dans l'exemple lY de 
l'intégration par réduction successive, 

« *»/i^rî/< , 5 1 , 5.5\ 5.5 .. -. , „ 

s _ j!::î_L(^, + j . j + — ) + — .r. ...g l/i=T+ C. 



l 



8. /ar»(l+x')*dx. 






dx 
9. ■ 



'•/: 



x(i + ar)* 



S = log C — ï— ^5 2 arc taog (t + x)*. 

(i+x)*>i 



10. /1r*(l +xY«/x. 

S — 1 [ x(1 + 2x') V/1+X* + log(l/l+x» — x)] + C. 

/* x'dx 
;• 
(1 — X»)' 



X 

s = — =::; -f" ■■■*' *** X + C. 
V/l — X» 



6 
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dx 



12 



•/; 



(o + 6x')« 



/' xdx 
i 
(i + a:'j» 






I 

.5,5 



1 2(i+xY + Jc- 1 
— arc lang — 

V/3 a-l/3 



S = — arctang "^"^-^L"^-^ -^iog[(i+:r'/-^|4-C. 






+ 6x 



2 /a -f- 6x\* 
S = arc lanc + C. 



*/ x+5 



l/i + X 



8 = 2 l/T+x — 4 arc lang -^-^ + C. 



/* x^dx 
i- 
(x'—i)(x''4-i)* 



x*tix 

/^ x*dx 
Cette expression peut s'écrire / r , et en 

«^ te' — !)(«' + 1)' 



(a;' — l)(a;' + l) 
posant a;' -j- 1 = 2'» o" obtient : 

S = - -i Jog "^ — \+C. 



"^..^ ■».»■ ■ r — ' 
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17. r — '" 



s= — -.log — 7 — 1-^. 



18, 



■/- 

«/ (x 



(x + 4)V'^x«+3x — 4 



2 . /x— i 

K V-r7 + ^ 

5 ^ X -[- 4 



19. / =^=1 • 

J (i-fx)l/| — X — x« 



. ^ fs + X — 2 V\ — X— x'I 



/rfx 
X Vu* A- b'x" 



+ 

dx 

+ 



Multipliant les deux termes par xf*''^ puis posant 
a* + b*a?" = «', on trouve : 



2 l/a* + 6*x'' — a 

S = — log ^ 1- C. 

an f,[/^ 



/* x"-*rfx 



Multipliant les deux termes par x"^ puis faisant 
a* — frV' = 2*, on obtient : 



S = — - arc ces f- C. 

nu a 
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dx 

22 ' 



•/■ 



On pourrait employer la quatrième règle, mais si Ton 



pose 

X 

z =» 



l/T-f-x* 



et que Ton divise l'expression de à% par celle de 1 + «*, 
on trouve : 

/dx r dz 
_— -_- == / — j — - == arc tang z 



= arc tang ■ -|- C. 



23. /»^.x. 



X 

Posant z = et divisant l'expression de dz par 

l/T+x» 

celle de 1 — «*, on obtient : 



/l/T+x* . /» rfz 1 1 je — i 
dx= / i = - arc tang z — - jog — —- 
i + î2x» J X—z' 2 ® 4 ° « + i 

1 X 1 X — l/T+x* 
= - arc tang --— zn^z ; l^g — ; + C. 

/{l X*) rfx 
I 



(i+x*J(l+x*) 



j;k2 



Faisant z = ^ et divisant l'expression de dz par celle 

de \/l — ;s*, on trouve : 

S = — arc sm ; + C. 

V/2 1+x«^ 



-1 
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V>. I (» + ^'+'')\fe. 



J l/i + x* 

Si Ton pose x + 1^1 +x** = «", on obtient : 



26, 



/dx 
V 

(i — x') (2x» — 1 )* 



X 

Posant z = , on trouve : 

(2x* — l)ï 

. 1 X i . a: — (2x' — i )* . ^ 
S=r-arctang j— -log ^+C. 

(2x'— 1)* x + (2x*— i)* 



CHAPITRE VI. 

INTÉGRALES DÉFINIES. 

Soit f{x)dx une expression différentielle et F(x) + G son 
intégrale générale, indéfinie, trouvée par l'une des méthodes 
précédentes, de sorte que 



/ 



f(x) ilx = F(x) + C. 

Si l'intégrale est définie, c'est-à-dire prise entre deux 
limites : la limite inférieure Xq et la limite supérieure X 
(Xo et X étant deux valeurs particulières de x), on l'indique 
ainsi : 

I f{x) dx ; 

Xq 

et il s'agit de déterminer de telles intégrales. 



/ 
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Si la fonction f(x) est continue, pour toutes les valeurs 
de Xy depuis x^=iXo jusqu'à x = X, on démontre que 

X 

/(x)djr=F(X) — F(xo); . . . . (i) 

«0 

c'est-à-dire que l'intégrale définie s'obtient en substituant 
successivement à x, dans l'intégrale F(a:), les valeurs parti- 
culières X et Xo, et en soustrayant les deux résultats. 

Rappelons qu'au moyen de cette règle on démontre 
facilement deux propriétés générales des intégrales définies : 

1® Quand on renverse l'ordre des limites, l'intégrale 
change de signe. 

2® Si iCo, Xi, x% Xn-i, X sont des valeurs de x 

telles que f{x) reste continue quand x varie d'une de ces 
valeurs à la suivante, on a : 

r^ fix) dx -y^* l{x) dx ^J'" ((X) i\x ^- ... '+y ^/'(^) àx, 
*o *o ^1 ^«-1 

Quant à la discontinuité de la fonction f[x\ elle com- 
prend trois cas : 

Premier cas. 

Si f(x) devient infinie à la limite inférieure, qu'on 
ait f(Xo) = 00 , l'intégrale définie se trouve par la formule 

/ /'(x) rfjr = lim / f'(x)Hx, . . . (â) 

€ représentant une quantité infiniment petite. 

Deuxième cas. 

Si f(x) devient infinie à la limite supérieure X, qu'on 
ait f(X) = 00 , l'intégrale s'obtient par la formule : 

r /(x) dx — lim C' " f{x) dx. . . . (3) 

Xq Sq 
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Troisième cas. 

Si f(x) devient infinie pour une valeur dex^x = Xi^ com- 
prise entre Xo et X, la formule [suivante, dans la quelle s 
et e' sont des quantités infiniment petites, fournit Tintégrale 
définie : 



/•(a:) (/x == lim / f{x)dx-\- j f{x)dx. 



W 



/" dx 



Ezomple I. 

dx 



\ 

La fonction -r— ; — ; étant continue pour toutes les valeurs 
1 + ir* 

de Xy depuis a? = jusqu'à ^ = oo , on emploiera la for- 
mule (1), et comme 

^~p-^=arctangx-fC, 

on obtiendra : 

/* rfx ir 

_ - — - ss arc tang oo — arc tang == - • 
I -f X* 2 



Exemple II. 

dx. 

X 

6 






On a : 

1 — x" 



J — X 



1 +x + x* + ...+x'"-^ 



Donc la fonction -z ®8t continue pour toutes les 

\ — X 

valeurs de x, depuis x = jusquà x = 1. 
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D'ailleurs, 



)dx 



XX* x^ ac* 



Donc l'emploi de la formule (1) donne : 

\—x ^2^5^ ^m 



t 



/ 



Bzomple III. 

e""dx. (a étant positif). 



La fonction e "' est continue pour toutes les valeurs dex, 
depuis a: = jusqu'à a; = oo , et 



/c- •' do: = e— ' + C. 



La formule (1) donne donc 



/ 



•* i [ \ \ i 

a \ a I a 



Bxomple i¥* 



/90 
x*e~"dx (a > et w entier et > 0). 



La fonction x"€r" est continue pour toutes les valeurs 
de a:, depuis a: = 0, jusqu'à x = oo . 
D'autre part, l'intégration par parties fournit : 

/x^e-" rfx = x-e*" + - / x^'^eT" dx. 
a aj 



DE GàLCOL intégral. 89 

1 

Le terme x"^" étant nul pour « = et a; = oo , 

on a donc 



/ x*c~" rfx «= - / 



00 



ô 

En faisant successivement a; = 1, 2, 3 .... dans cette 
formule de réduction, et observant que pour ir^l, 

/ e-'rfx»»-, d'après l'exemple précédent, on obtient : 



a 



f 



• „ ^ , 1.2.5...n 



/ 



Ezemplo ▼. 

\v\ dx 



1 
Pour X = — 1, la fonction _ = oo . Il faut donc 

employer la formule (2); elle donne : 

'j^ dx .. /'{vt (ix 



y \/l-x* V l/i— x^ 

-1 _i+e 



D'ailleurs, 

(fx 



/rtx 
■ = arc si 



sin X -}- C. 



Donc 



= lim arcsin-K :2 — arc sin (f — 1) 



et, pour e = 0, 

'¥»/« rfx 



y v/i_x« ~ ^ V 2/ T * 
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Exemple ▼■• 

dx 



/■ ax 



1 

Pour j; = a, la fonction — - = oo . 11 faut donc faire 

a* — a^ 

emploi de la formule (3), ce qui conduit à 

dx •>«-« dx 





Or, 

/dx 1 a + a? 

a' — a* 2a ^ a — x ' 

Par conséquent, 

/• rfx 1 r Î2a — £ , al 
-,_,= ^l.m^log— iog.J 

et, pour e = 0, 

/■ dx 



Exomplo ¥11. 

— (n entier et > 1). 
-i 

Pour a?==0, valeur de x comprise entre celles des 

1 
limites, j; = — leta? = + l,la fonction — = oo . Donc, 

il faut avoir recours à la formule (4), ce qui fournit : 

-I L.-1 +8' J 
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et puisque 

rf.x 



. + C, 



il vient : 






Si n est pair, 






et, pour e = et e' = : 






Si 72 est impair, 



— = lira H .— 44-4 ; 

et, pour e ■« et e' = 0, 

x" n — 1 l ^ 

—1 

Donc quand n est pair, l'intégrale définie proposée est 
infinie et quand n est impair, elle est indéterminée. 



ËBaDmÈ^cie^a* 



•/ ^ 



1. / x'^dx (m + 1 > 0). 



/xT'dx = 
m + i 
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2. / dx, 

J a — X 



/ 



dx == 



a —X 6 





/*• rfx 
a« + x* 

— «0 



J a*-\-x*~~a 

«00 



t/ sinx 



1 

Pour a; = 0, -, — =oo, et l'emploi de la formule (2) 
fera trouver : 

7r 



r\ dx 

I = 00. 

./ sin X 



a-'^dx. (m > 0). 






/■*■* , a"* — «— 
a""™* dx = . 
m log a 



/♦+jr ' 
xsinxrfx. 



xsinxrfx = 2t. 



— T 



7. /-v/^Erf.. 

e/ '^ a X 
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Pour X = a, %/ = 00 . Donc par l'emploi de la 

formule (3) 

/■v1±!-(i+<)- 



'•"' dx 

8, ■ 



/♦a' 



-\- hx — X* 



{a et a étant les racines de l'équation ic* — fra: — a* et a' 
la plus grande). 



On a 

/dx - /x — a 
z = 2arctang\/-^ |-C, 
\/a* + bx — a» ^ a — a: 

et, par suite, 



*^ l^a + 6x — a:* 
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'J (1 + :c*)" 



On a trouvé (exemple IV, chapitre III, section II) 

/* dx \ X 1^ -'^ — 3 /^ dx 

(1 + X*)" "" 2w — 2'(1 + x^r' "'^ 2n — ây (1 -j-x*)*-** 

Pour a; == et pour ar = oo , le premier terme du second 
membre est nul ; donc 

/• dx 2n — 5 /^«> dx 

(1 +x*)»~2« — 2.7 (i + xV"' ' 
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En faisant successivement n -» 2, u «« 3, etc., dans cette 
égalité, on trouve : 

dx i.3.5...(2ii — 3) ir 



/ 



(1 +xy 2.4.6...(!2/i-2) 2 





10. / — ;- 

c/ ces 'a; 



»• 

4 



TT 1 

Pour ic -= - , — -~ = 00 . L'emploi de la formule (4) 
2 cos'a; ^ ' 

conduit à 






—=J-OC —2—30. 

cos X 



T 



Donc la valeur de l'intégrale proposée est indéterminée. 
«""' cos 6x rfx et / e"" sîn 6x c/x. 



En opérant comme dans l'exemple lY, chapitre III, 
section I, on obtient : 

e""** cos bx dx = ■■ (6 sin bx — a cos 6x) , 

o' + o' 

et 

e~** sin bxdx^^ (6 cos 6x -j- a sin 6x) ; 

puis, facilement, 

/ 



a 
e~*' cos bx dx = 





et 



a' + 6» 



c— ' si 



sin bx dx « 



««-1-6' 



12. 

-1 
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+» dx 



n 



- = 00 pour aj «=» 0, valeur de x comprise entre x —« — 1 

«V 

et ic = -{- 1. 
L'emploi de la formule (4) conduit à 

— 3= lifn(logf — logf') = lim log — • 
X e' 



— I 



e 
Or le rapport - est arbitraire, donc la valeur de l'intégrale 

8 

proposée est indéterminée. 

13. / ^ et / > (m ==1.2. 5...). 

J l/i_x« •/ l/l— x^ 



On a obtenu (exemple III, chapitre III, section II) 

/x"dx __ X"- * l/a* — X* , n — 1 ^ r x*'^dx 
Va' — X* "" ^* /» '*y V/a*-x*' 

D'où 

/► x»""rfx _^ x**-'l^1 — X* 2w — 1 rx^-^dx 

et 

/x*--*-* f/x X*" l/l — X» 2m /• x'-- * c/x 

l/rZ^~ 2m + 1 "^Sm + iy \7f^f^' 

Le premier terme du second membre de chacune des 
deux égalités précédentes étant nul pour x = et x = 1 , 
on a : 

/• x**iix __2m — 1 /^* x'— *rfx 
V/l — x« '^'^« *>' V^l — x' ' 
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et 



En faisant successivement m «= 1, S, 3 ... etc., on trouve : 
* x^dx 1 .3.5 ...(2m — 1) tt 



/ 



\/^ _jP« 2. 4. 6. ..(2m) 2 

et 



/ 



* x'-+'dx 2.4.6 ...(2m) 



V/i — X* 3.5.7 ..(2m-|-i) 





sin'^xrfx et / sin*"*"*"*x //x. 



Si dans la formule (5) de l'exemple VI, chapitre III, 
section II, on remplace successivement m par 2m et par 
2m + 1 , on trouve 

/'. _ , sin'""*a; cos X , 2m — 'l /* - , , 
sm*"x ax = / 8m'*""*x dx , 
2m ^ 2m y 

et 

/• . . , sin^^xcosx . 2m /\ . . . 
sin*"*^'x ax = : V ; — / sm'"*-*x dx, 
2m +1 2m + 1,/ 

Le premier terme du second membre de chacune des 
deux formules qui précèdent s'ëvanouissant pour les valeurs 

de a;, a: = et a; == -, on a : 

2 

/ï 2m — i /* T 
sin'^xcKx^ / sin** *xrfx 



et 

/« 2m /*T 
sin**+*x dx = / sin***"* x dx. 
2m + 1 J 
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Faisant successivement m«» 1, 2, 3, etc., dans ces deax 
dernières égalités, on obtient : 



¥ . - , i .3,5 ... (2m — I) ir 

sin""x flx = — • :: 

2.4.6...Sm 2 



/ 



et 



I sin'^+'x 



2. 4. 6. ..(2m) 
*""3.5.7...(2m + i) 



Nota. — Nous n'avons rappelé des intégrales définies 
que les tous premiers éléments : ceux nécessaires dans les 
applications des quatre chapitres suivants. 

Les théories données dans les cours exigeront d'autres 
exemples développés; les élèves en trouveront de nom- 
breux dans l'ouvrage de A. Meyer, Exposé élémentaire de 
la théorie des intégrales définies. 

Quant à des exercices présentés dans leur énoncé et leur 
solution finale seulement, les Tables (^intégrales définies de 
D. Bierens de Haan en contiennent plus de trois mille. 



CHAPITRE VII. 

QUADRATURE DES SURFACES PLANES. 

Soit y = f{x) (*) l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires. L'aire A, comprise entre un arc 

(*) Les fonctions dont il s*agit dans ce chapitre et dans les trois sui- 
vants sont supposées continues dans les limites où on les considère. 

Quant aux courbes dont il est question dans ce Recueil, nous avons 
supposé, comme dans les Exercices méthodiques de calcul différentiel, 
que le lecteur les connaissait ou pouvait les connaître, par les traités 
de géométrie analytique. 

7 
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quelconque de cette courbe, l'axe des abscisses et les 
ordonnées des extrémités de l'arc, a pour expression 



•fydx, (1) 



A = 

af*, X désignant les abscisses des extrémités de l'arc. 
Si les axes sont obliques et que soit leur angle, 

A = sinOy ydXk 



Soit r = f(t) l'équation d'une courbe plane rapportée à 
des coordonnées polaires. L'aire A, comprise entre un 
arc quelconque de cette courbe et les rayons vecteurs 
menés aux extrémités de l'arc, a pour expression 

A = - / r\lt, (2) 

/o, t désignant les angles que font les rayons vecteurs avec 
l'axe polaire. 

Exemple* 

l^ Soit l'ellipse dont l'équation est —.+ ?- = 1 ou 

ar b* 

^ a 

L'emploi de la formule (1) donne 



A==- r^Vij^-^x^ix. 



^0 



Or, 



- / V^a* — x' r/x ■= — arcsin-H a?\/tt* — x* -4-C, 

aj 2 a ' 2a ^ 
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Si l'on prend l'intégrale de Xo *=» à x^^aa, on obtient 
pour le quart de l'ellipse 

nab 



ir\r^r=r^- 



dx 



4 

Donc, pour l'ellipse entière, izab, 

i^ L'équation de l'ellipse, en coordonnées polaires, 
quand le centre est pris pour pôle et le grand axe pour 
axe polaire, est 

o* sin' ( + 6' cos* I 

L'emploi de la formule (2) fournit : 

a V dl 



ou 



^\J a» sin* i + 6' ces» i 

dt 
tn — + taiiit' t 



a 



Or 



dt 



6* / cos' ( ab fa taoK t\ . „ 

- / = — arclang — r^ + C. 

2/6» , 2 *\ 6 /^ 

^ - + tang' t 
a 

En prenant l'intégrale de fo = à t*^^, on obtient 
pour le quart de l'aire 

nab 



■f 



comme précédemment. 
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Kat9reic9ê» 



1. L'équation polaire du cercle est r = a, 
La formule (3) donne rapidement : 

a' /*« Tra' 

A = — / d« = — pour le quart de Taire. 

2e/ 4 



2. Soit la parabole ordinaire dont l'équation est j/' = 2pa;. 
On trouve : 



A = / l/2px rfx = - xy. 



4 
D'où -xj/ pour la portion de Taire comprise entre ie 
o 

sommet et la perpendiculaire à Taxe menée à une dis- 
tance X quelconque de Torigine. 

3. Spirale d'Archimède dont Téquation est r = ai. 
On obtient : 



1 /»' 1 

lj 6 



4. Hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
L'équation de la courbe est xy = k* et, 9 désignant 
Tangle des asymptotes, 

/* dx X 

k} — =k} sin d log — • 
X Xq 

Si l'hyperbole est équilatère, sin = 1. Et si Ton sup- 
pose en outre k = \ et Xo = 1 , 

A = Jog X. 

C'est pourquoi les logarithmes népériens sont aussi 
appelés logarithmes hyperboliques. 
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6. Spirale logarithmique dont l'équation est r^^aeT'^ 
a désignant une ligne et m un nombre. 
On obtient : 

« ..1 






'o 



6. Lemniscate. 

L'équation de la courbe est r* = a* cos 2/, et l'on trouve : 



a' 
A = - / a'cos2/rf( = — 





-ir-' 



L'aire totale des deux branches est donc a*. 



7. Hyperbole dont l'équation est ~ — lî "^ ^ 



ou V == - i/x* — a\ 
.a 






a 

Or, 



y 2 2 " a ^ 



D'où, 



A = — xV X* — ar log 



2a 2 '^ a 



et puisque 
6 



.V/x«-û' = v et l/x' — a« = ^, 
a b 

xy ab , Ix , y\ 

2 2 ^ \a ^ 6/ 
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8. Rosace à quatre branches. 

L'équation de la courbe est r^^^a sin 2/, et l'on obtient 
pour Taire de la branche comprise dans l'angle YOX : 

TT 
\ 



A = - / a* sin* ^2tdt. 



Or (exercice 3, chapitre III, section II), 



/ 



sin»2f d( = (sin 2/ cos 2( — St) + C. 



D'où 

7r«* 



ira* 



Les quatre branches ont donc pour aire totale — . La 
moitié du cercle de rayon a qui contient la courbe. 

9. Cissoïde de Dioclès. 

La courbe (le diamètre du cercle générateur fixe étant 2a) 
a pour équation 

(2a — ar) i/* = x*, 



ou 



s 



y = 



V^a — X V^ax — x" 



Donc 



/*" x\lx 
- — 
l/2ax — X* 



Mais (voir exercice 16, chapitre III, section II), 

/xVx , / fx . 3a\ 



5« . ^ . ^ 

-| arc sin vers - -|- C. 

2 a 
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D'où 

As= • 

L'aire comprise entre les deux branches de la courbe et 
leur asymptote est donc 3Tca*, ou trois fois l'aire du cercle 
générateur fixe. 

10. Cycloïde. 

vcly 
L'équation différentielle de la courbe est (tr 



et l'on trouve, formule (1) : ^ ^ 









Cette intégrale, en y, étant la même que celle en x de 
l'exercice précédent, donne 



A = 



OTTO* 



trois fois l'aire du cercle générateur pour l'aire entière. 

H. Chaînette. 

ady 



L'équation différentielle de la courbe est Ar =- 
D'où 



IS. Conchoïde de Nicomède dont l'équation est 

r = — ;+Mfig. 1). 
cosf 



2,/ \cosf^ / 
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D'où 



2 tang t + 



a6Ioglang^- + -j-f--<. 




Fig. i. 



D'autre part, l'aire du triangle OAB = -^ tang t. 

Donc l'aire totale comprise entre la courbe et son asymp- 
tote est 

2a6 log lang (^ + ^) + t'^- 

13. Soit la straniera dont l'équation est xy* = M{^a — x) 

(Maria Agnesi). 

/'" « /2a — X /*** 2a — x 

V dx==2a / dx. 

Or 

/'2a — x [ ^ , > \ 

— dx = 2a (a arc sin vers — f- K 2ax — a*) -|- C. 



l/2âx 
D'OÙ 



À = 27ta'. 



L'aire totale comprise entre la courbe et son asymptote 
est donc 4^a*. 
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14. Limaçon de Pascal (fig. 2). 

Cherchons l'aire comprise dans la courbe OM'GM", 
courbe dont l'équation est r = a cos ^ + fr. 




Fi8. 2. 



Pour obtenir la partie supérieure de cette aire, il suffira 
d'intégrer entre ^ = et la valeur de t qui rend r nul. Cette 

valeur de t, fournie par l'équation, est arc cos ( 1; dési- 
gnons-la par a et l'on aura : 



ou 



A=-y (a cos t + hydt, 



a a 

A = — sin a cos a + ab sin a -| — (o* + 26'). 
4 4 



Or, 



6 [/a* — h' 

cos a = et sin a = 

a a 



Substituant, il vient : 



A = - 6 l/a' — 6* + - a (a' -[- 26'). 
4 4 



t 
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L'aire entière est donc 

- [(tt» + 26«) a + 36 [/à" — 6M . 

Pour obtenir Taire comprise dans la courbe ONN'" dont 
réquation est r = a cos f — ft, il suffit de changer b en — b 
et a en ic — a dans le résultat précédent, ce qui donne : 

^ \{a' + 26*) (ir — a) — 36 l/a* — 6M • 

15. Folium de Descartes (fig. 3j. 
L'équation de la courbe est y* — Saxy + a;' == et, celle 
de son asymptote, t/ + a; + a = 0. 




Fijç. 3. 



Si Ton pose yt=a^x, l'équation de la courbe devient 

3aO a 

X = ft^ et, celle de l'asymptote, x = — ^ • 
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Cela posé, supposons que la courbe soit rapportée à d^s 
coordonnées polaires telles qu'on ait : 

1 = tang ( = e, d'où dt «= ces* ( rfd; 
et , 

' ^ ces» ( 

L'expression générale de l'aire sera 

et en intégrant entre 9 = tang o = et 9 = tang â = ^ » 

on obtient — pour Taire de la boucle. 

Pour trouver l'aire comprise entre la branche infinie OC, 
son asymptote et deux rayons vecteurs, remarquons que 
M'N'N"M" est égal au triangle ON'N" moins l'élément 

OM'M" de l'aire du folium. 

a 
L'équation de l'asymptote étant x = — , l'expres- 

sion générale de Taire du triangle ON'N" est 

- / — ; — (le== l-C. 

De Taire du triangle retranchant celle de la courbe, on 
obtient pour Taire M'N'N'M" 

aV 3 1 \ a* 2 — 



2\l+ô' \+el 2 1— ô + O» 

En intégrant entre 9 = tang — = — 1 et 9 = tang tt = 0, 

4 

a' 
on trouve — * 

2 
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On obtiendrait le même résultat pour Taire comprise 

entre la branche infinie OD et son asymptote. 

rt* 
Et comme Paire du triangle AOB est aussi ^, l'aire 

totale comprise entre les branches infinies de la courbe et 

leur asymptote est — ; même aire que celle de la boucle. 



Nota. — Si Ton eût transformé l'équation du folium et 
celle de son asymptote en posant x = r cos ^ et 1/ == r sin iy 

on aurait pu se servir de la formule k= - 1 r'dt pour 

trouver les mêmes résultats; mais le calcul eut été plus 
long. 

16. Épicycloïde dont l'équation est p'=r—; ^- (fig. 4). 




Fig. 4. 



L'équation étant donnée en fonction du rayon vecteur r et 
de la perpendiculaire p menée du pôle sur la tangente, trans- 
formons d'abord l'expression générale de l'aire, - / r^dt. 
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On sait que p = — z =r. Tirant de là dt et sub- 



stituant, il vient : 



1 fr'dt^i f-JPT^ 

27 ay i/^Tzr;?- 



D'où, 



A 

C 

Or l'équation fournit 
c l/r' — a* 



_ 1 y^»" prdr 



(3) 



Substituant dans la formule (3), puis intégrant de r^ = a 
à r = c, on trouve : 

c TT 

C'est la moitié de l'aire OAMB. L'aire entière est donc 
— TT, et en remplaçant c par a + 26, on obtient : 

6 

-(a» + 3a6 + 26»)7r. 

Si de cette aire on retranche celle du secteur OANB ou 
Tzab, on obtient pour l'aire comprise entre l'épicycloïde et 
le cercle fixe : 

— (3a + 26). 
a 

Si J = a, le cercle fixe et le cercle générateur égaux, la 
courbe devient la cardioïde, dont l'aire, d'après ce qui pré- 
cède, est Gica*. 
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n. Hypocycloïde (fig. 8). 

L'équation de la courbe est la même que celle de l'épi- 
cycloïde, mais c, au lieu d'y représenter a + 2t, y repré- 
sente a — 2(. 




Fig. B. 



A cause de cette valeur de c < a, l'aire entière sera 



4a 



. TT 



ou, en remplaçant c par a — 2t , 



-(a«— 3a5-|-25')7r. 
a 



D'où Taire comprise entre la courbe et le cercle fixe 
sera : 

(3a — 26). 



a 



Si t — ^ , l'expression - (a* — 3aft + 2fr*) donne : 



5 
32 



TTtt*. 
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C'est Taire de l'hypocycloïde dont l'équation est 



141 



P'- 



a'—r^ 



ou x' + t/*=a"» (fig. 6). 




Fig. 6. 



X. 



CHAPITRE VIII. 



RECTIFICATION DES COURBES. 



Soit f(x^ î/) = l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires, s représentant un arc de cette 
courbe, le calcul difiFérentiel donne 

ds = Vdx" + dy\ 

D'où la formule de rectification : 



s 



=/V^ +(!)'''-• ••■•(!) 



Xq 



Xo et X désignant les abscisses des extrémités de l'arc. 
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Soit /"(r, Q — l'équation d'une courbe plane, rapportée 
à des coordonnées polaires ; le calcul différentiel fournit : 



D'où la formule : 

t^ et t étant les angles que forment les rayons vceteurs menés 
aux extrémités de l'arc, avec l'axe polaire. 



Soient f{x, y, «) == et F (a:, y^ z) = les équations 
simultanées d'une courbe gauche rapportée à des axes rec- 
tilignes orthogonaux, le calcul différentiel donne : 

ds = l/rfx* + dy* + dz\ 
D'où la formule : 

Zq et z étant les ordonnées des extrémités de l'arc. 



Exemple l. 

Soit le cercle dont l'équation est a;* + y* = R*. 
La dérivation de l'équation donne 

dy X X 



^^ y l/R» — X 

Donc, formule (1), 



% 



\/\+7r, rrfx = R/ ^ 



5 

*0 JTO 



i 
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Or, 

= arc sm — f- C. 

L'intégrale prise de Xq = k x = lX donne pour le quart 
de la circonférence : 



=«/ 



dx ffft 



l/R'-x' 2 



Exemple II. 

Soit la spirale logarithmique dont l'équation est r = ae"". 
La dérivation fournit : 



rfr 
et la formule (2), 



s= witie*"'; 



= /* \/oV""+ wVe*"" di = a\/\+m' r e"" r/( 



^0 



j: — (e«^ — e-'») = -!- — (r — rj. 



m m 



On a trouvé : Exercices méthodiques de calcul différentiel, 
chapitre XI, exemple II, 



r 



T ==-1/1 +m*. 
D'où 



m 

et 

1/1 +m« 

T — To = {^— ^'o)- 

ni 

Donc l'arc 5 est égal à la différence des tangentes menées 
par ses extrémités. 

8 
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Rxemple lll. 

Soit rhélice cylindrique dont les équations sont : 

z z 

X = r sin — et y «* r ces — • 
ar ar 

En dérivant les équations, on trouve : 

dx i z dy \ , z 

— «» - ces — et —- = sui — f 

dz a ar dz a ar 

et, par l'emploi de la formule (3), 



8 



'/ \/i+lcos»-+isin»-rfz 
*/ ▼ tt' ttr a* ar 



Or, a représente la tangente trigonométrique de Tangle 
constant v que forme la courbe avec les génératrices du 
cylindre (Exercices méthodiques de calcul différentiel, cha- 
pitre XVI, exemple). 

Donc 

s=^— 

sm V 

4. Cercle dont Téquation polaire est r=»a. 
On trouve : 

dt = •— pour le quart de la circonférence. 



2. Chaînette dont l'équation est y = - le" -{- e~*) • 



On obtient : 
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-e-^] 


= v/ïi 


IIS 


/" » / 




(c*— r*i rfx=? (c-- 




f \/l4 


' fl* 





Dans le chapitre précMent^ on a trouvé pour Faire : 

Donc, en fonction de l'arc, 

A = as. 

3. Cycloïde dont l'équation différentielle est 



dx = 



l/2ay — y* 



De ds = Vdx* + rfy', on peut tirer aussi pour expres- 
sion de l'arc : 



«-/ V* + ÊÎ''y- ■ ■ ■ c) 



L'emploi de cette formule (!') donne pour la moitié du 
premier arc de la cycloïde : 






4. Hélice conique dont les équations sont 



o' 



On trouve par la formule (3) : 



s = / l/i + cotg'i; rf<2 a= — : 
J SI 



g — ^1 
sin v 



*o 
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8. Parabole semi-cubique dont l'équation est aj/* = x^. 
On obtient pour Tare compté à partir du sommet : 



J V 2a 27l/a 



6. Parabole ordinaire dont l'équation est y' = 2p^. 
En faisant usage de la formule (1') donnée dans l'exer- 
cice (3), on trouve pour l'arc commençant au sommet : 





7. Spirale d'Archimède dont l'équation est r «= ai. 
On obtient pour l'arc compté à partir du pôle : 



8. Ellipse dont l'équation est -- + -- = 1. 

a* b* 

dy b*x 

La dérivation de l'équation donne -7- =* r- 

dx a*y 

D'où 






Donc, pour le quart du périmètre de l'ellipse, 



/*». / 6V 
« =- / V ^ +171 T^^- 



Or, 



JV'+l^^^^-J V a'-l' '^^' 




a' — 6' 
o" — X' 



J 
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a' — fr' 
OU, en faisant — = e', 



a' 



^ ▼ d^((!i^ — X*) J V a* — X* 

D'autre part, si l'on pose x = a sin ç>, ce qui peut se 
faire, puisque x est toujours moindre que a, on trouve : 



/"• /a* — e*x* , /*, ^ 

/ \/ — :j ;- ux=^a I V \ — c* sin*î» aç». 

Cl — ~ X ^ 

D'où, en développant l/l — e*sinç par la formule du 
binôme et substituant aux limites o et a de x^ les limites 

correspondantes et - de <p, 
.ç = a/ Ki — c*siii*©rf9 = a j / rfy e* / sin^Tict^D 

Lo 

2.4 y ^ ' ii.4 6^ ^ ^ 

.0 J 



;r T 



Les intégrales / sin*îprf©, / sin*©dy, etc., s'ob- 



tiennent immédiatement par l'un des résultats du dernier 
exercice, chapitre VI, et Ton obtient : 

î2 L V2 / 5\2.4 / 5\2.4.6 / J 

4^ pour l'ellipse entière. 



9. Épicycloïde dont l'équation est 

V^ = -\ T^- (c = a + 26). 

c — a 



iiS EXERCICES MÉTHODIQUES 

Cette équation étant donnée en fonction de p et de r, il 
s'agit d'abord de transformer l'expression 

Or, 



>/'-+(S)' 

Tirant de là dl^ et substituant, on obtient : 

- rdr 
ds=^ . 

l/r* — f 

D'où la formule : 

»' rdr 



/•» rar 
"* •••••• 
l/r^ — />* 



(4) 



Or, de l'équation de la courbe, on tire 



. y-. î % /<î* — r^ 

Vr^ — vr = a\/ r: : ; 

^ r — a* 



d'où, pour la moitié de l'arc, 

l/c* — a* j^c rdr c* — ar 46 
s = / = = -.(a + a 



L'arc entier est donc — (a + ft). 

a 

Si ft =a a, (cardioïde), on obtient 16a. 



10. Hypocycloïde dont l'équation est 

P» = 4^. (c = a-26). 
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Un calcul semblable à celui de l'exercice précédent donne 

— (a — 6) 
a 

pour l'arc entier de la courbe. 

Si t = -, on obtient —. C'est le quart de l'hypocycloïde 
4 z 

• « s 

dont l'équation est a;' + î/ » = a » . 
11. Loxodrome dont les équations sont : 

et 

l/x* + y* (c" •" ••"« ? -)- c- " •^'^ •"« I) = 2a. 

L'emploi des formules de transformation connues : 

X sssr&mt cos f , 
^ = r sin (sin f , 
z = r cos i, 

fournit pour les équations de la courbe rapportée à des 
coordonnées polaires : 

r'='a (a) 

et 

sin ( (e"'' + e—?) = 2 (P) 

et pour l'expression différentielle de l'arc 

ds^Vdx^ + dy^+dz*, 

da = l/rfr* + rVe* + r« sin» t . df\ 

En remplaçant dans cette expression r par a, en vertu 
de l'équation (a) et observant que dr = , on trouve pour 
le loxodrome : 

ds — l/âW+VsïnÏÏ7d7- 



ISO EXERCICES MÉTHODIQUES 

D'OÙ 



, = a/Vi+sin'«(JP^ 



L'équation (p) donne -^ «= -^ 



dt n sin t 

Donc 



s 





«/ V^ +-!''' = « -^-— ^• 

t/ ^ nr n 



Pour ^ = 7t, l'aire est 



jra , ^-T — : — 



12. Hyperbole dont l'équation est — — ^ = 1. 

Si l'on suit la même marche de calcul que pour l'ellipse 
(exercice 8), on trouve pour la moitié de l'une des branches 
de la courbe : 



8 

a 



et, en posant dans le cours du calcul, ; — = e , 

a 



J V ^a«(x* — a*) J V X* — a* 



Faisant x — , ce qui est permis» puisque x est tou- 

COSf 

jours plus grand que a, on trouve : 



c/ V x' — a* t/ ▼ e' cos'î» 
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« J cos* 9 
et, après avoir développé V/ 1 -^ par la formule du 



binôme : 



J ^ e' cos* 



= ae I / — • — /a? I cos' y dv 

yj cos*y 2 eV 2.4 cV 

• — / cos 0) ri? . . . 

a.4.6 cV J 

2.4.6 eV ^ *^ J 



+ 



Si Ton prend l'intégrale à partir de ^ = qui corres- 
pond à X == a, on a donc : 



V 1 H ; — = ae tang ç> — — 



-;L^7'y ''' "^^ + ÏÂ.^-^J cos,rf, + ...J. 

■"0 

cos*xdx, I cos^xdXj etc., 



on les détermine aisément, en faisant successivement 
m= 1, 2, 3, etc., dans la formule de réduction : 

/^ . . sin • cos'*"- * c . 2/n — 1 /'^ . • , 
cos*" » </? = -\ / cos""-* f df, 
^ ^ 2m ^ ^m J 







résultat que l'on tire de la formule (6), exemple VI, cha- 
pitre III, section II, quand on y remplace x par <p, n par 
2m, et que l'on intègre à partir de 0. 



1^ EXERCICES MÉTHODIQUES 

Nota important. — La rectification de la développée 
d'une courbe connue est une question de calcul différen- 
tiel. Car celui-ci fournit le rayon de courbure de la courbe, 
et Ton sait que Tare compris entre deux points de la déve- 
loppée est égal à la différence des rayons de courbure qui 
correspondent dans la courbe à ces deux points. Ainsi (fig. 7), 



B 



Fig. 7. 

les rayons de courbure de l'ellipse, aux deux sommets A et B 

sont - et -7 • 
a b 

Donc la longueur du quart de la développée est 

6 a ab 

Ainsi encore, les rayons de courbure de la cycloïde 




Fig. 8. 



aux extrémités et B (fig. 8) de la première moitié de 
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l'arc sont et 4a. Donc la longueur de la moitié de la 
développée est 4a. Ce qui devait être, puisque Ton sait que 
la développée de la cycloïde est une autre cycloïde, iden- 
tique à la première. 



CHAPITRE IX. 

CUBATURE. 

Section I. — Cubature des corps de révolution. 

Soit y = f(x) l'équation d'une courbe plane rapportée à 
des axes rectangulaires. 

Le volume V du corps engendré par la révolution, autour 
de l'axe des x^ d'un segment compris entre un arc quel- 
conque de la courbe, l'axe des abscisses et les ordonnées 
des extrémités de l'arc, a pour expression : 



\^n Tx/dx, 



^0 



Xq et X étant les abscisses des extrémités de l'arc. 



Ezemiile» 

Soit l'ellipse dont l'équation est 

s? y* b* 

Si l'on prend pour segment générateur le quart de la 
surface de l'ellipse, l'emploi de la formule donne pour la 
moitié du volume de l'ellipsoïde de révolution : 



V = y-/ (a* — x*)/ix. 







t 
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Or, 

/"(o' — x') rfj- = a'x — î + G. 



D'oïl 



/ 



2 

(a' — x')c/x =-a' 



et 



a 5 3 

4 
Le volume entier de l'ellipsoïde est donc -Tiafc*. 

3 

4 

Si fc = a, on trouve -iza^ pour le volume de la sphère. 

o 



1. Soit la droite dont Téqualion est y = ax. 

Le segment générateur, dont le côté supérieur est une 
portion quelconque de la droite, devient un trapèze dont 
la révolution autour de Taxe des x engendre un tronc de 
cône. 



ou bien 



7ra 

•^0 



a;«rfx = -îra'(x*--a;J) 



v.l..-(x-+».+.W.-«.)-.(,'+,,.+rf).l(x-^), 

volume du tronc de cône. 

1 
Pour Xq «= 0, î/o = 0, V — Tzy* X-^x^ volume du cône. 

2. Soit la parabole dont l'équation est y* = ipx. 

On a 

/i 
X (Ix = Tx'.p = - sr^ . X , 







pour le volume du paraboloïde de révolution compris 
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entre le sommet et le plan parallèle à celui des YZ et 
distant de l'origine de x, 

3. Soit l'hyperbole dont l'équation est ~ — li=^ ^• 

On obtient pour le volume de l'hyperboloïde de révolu- 
tion compris entre le sommet et le plan perpendiculaire à 
l'axe des a; et à la distance x de l'origine : 

V == îT -- / (x' - a^)dx = T - h-— a'x + - vrab\ 
a%/ a' \ 3 / 



Pour X = 2a, le volume est -Trat^ ou le même que celui 

3 

de l'ellipsoïde engendré par la moitié de la surface d'une 
ellipse qui aurait pour axes les axes de l'hyperbole. 

4. Corps engendré par la révolution d'un segment circu- 
laire autour du diamètre du cercle parallèle à la corde du 
segment. 

Soit pris le centre pour origine, et, pour axe des x, le 



D 




Fig. 9. 



JO 



diamètre DD' parallèle à] la corde CC du segment (fig. 9) 
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Par les points A et M de l'arc du segment, menons les 
ordonnées AQ et MP qui rencontrent CC aux points B et N, 
puis posons : 

DD' = 2R, CC'»»2a, MP — y, NP = Y, 
OQ — Xo et OP = X. 

Le volume engendré par AMPQ est 



T I y*dx. 



^0 

Le volume engendré par BNPQ est 



Y^dx. 



^0 



Donc le volume engendré par AMNB, différence des pré- 
cédents, est 



\ ^r /*'' (y« — Y«j rfx. 



^0 



Or .v* = R* — a;' et T = K^ — a\ donc 



V = T Z*^ (o» — X*) dx. 



^0 

L'intégration effectuée, de ^^««O à a: = a, donne pour 

2 
la moitié du volume cherché -Tca'; donc le volume entier 

ô 

4 

est rTtfl*. C'est le volume de la sphère de rayon a. 

4 
Pour a = R, on trouve -iiR^ volume de la sphère de 

ô 

rayon R. 

Le volume engendré par la révolution du trapèze curvi- 
ligne DCC D' est, par suite, 

4 

- T (R' — a\ 
o 
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S, Volume du tore ou de l'anneau engendré par la révo- 
lution d'un cercle autour d'une droite située dans son plan. 




Soit pris pour axe des x la droite autour de laquelle la 
révolution s'accomplit, et, pour axe des y, une perpendi- 
culaire à cette droite (fig. 10). 

L'équation du cercle sera : 

(X - «)' + {y - pf = R«. 

Si Ton emploie la même notation et la même marche de 
calcul que dans l'exercice qui précède, on trouve : 



MP « y = 6 + i/R*—(x — a)\ 

et, pour le volume engendré par AMNB, 

V = AtP n l/R«_(x-a)'(/a:. 

Mais on trouverait pour expression de l'aire AMNB : 

D'où le volume du tore est égal à l'aire du cercle généra- 
teur multipliée par âir^ ou la circonférence décrite par le 
centre. C'est le résultat donné par la statique élémentaire. 
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6. Volume engendré par la révolution de la conchoïde 
autour de son asymptote. 




La courbe rapportée à son axe, pris comme axe des j/, et 
à son asymptote, prise comme axe des x (fig. 11), a pour 
équation : 

D'où, par différentiation, 

dx «= zzzznizz ày* 

Substituant cette expression de dx dans la formule et 
remarquant qu'aux limites ^Tq = et a; == oo correspondent 
celles î/o = t et y = 0, on trouve pour la moitié du volume 
cherché : 

V= — T / ' -^ c/yc=y / ^^ d\i 



y 



Le volume entier est donc Tiff air 



;r6V . 46\ 
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7. Volume formé par la révolution de la cycloïde autour 
de l'axe des x. 
L'équation différentielle de la courbe est 



La substitution de cette expression de dx dans la for- 
mule, fournit pour la moitié du volume cherché : 






Or (exercice 16, chapitre III, section II), 

f^^ v^^T^^P+^ + H:^] 



X/lay — y 



, 5 3 o' . M 

-1 arc sin vers - + C. 

^ 3.2 a^ 



D'où 

V = ^"*"' 



9 

Volume entier : StcV. 



8. Volume engendré par la révolution de la straniera 
autour de son asymptote. 

La courbe rapportée à son axe et à son asymptote, prise 
comme axe des x^ a pour équation : 

xy = 2a V^ay — y^. 
D'où 

dx = ■ dy, 

yV'Jay — t/* 

Par substitution dans la formule, on trouve pour la moi- 
tié du volume cherché : 

9 
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9. Volume engendré par la révolution de la cissoîde 
autour de son asymptote. 

L'équation de la courbe, quand on prend son axe pour 
axe des y et son asymptote pour axe des x^ est 

x^y = (2o — y)\ 
On tire de cette équation : 



dx (g + y) V'^ay - y' g^^ 



y 



et, par substitution dans la formule, on trouve pour la 
moitié du volume cherché : 

y = x r (a -{- y) V^ay ^y^dy^ tV. 



Section II. — Cubature des corps de forme quelconque. 

Quand la surface du corps est rapportée à des coor- 
données rectilignes orthogonales, si l'on peut obtenir, sans 
intégration et en fonction de x, l'aire u de la section faite 
dans le corps par un plan perdendicuiaire à l'axe des x à 
une distance x de l'origine, l'expression du volume V est 



/x 
ndx (i) 



V 

Xq 



Si l'on ne peut obtenir l'aire u sans intégration, il faudra 
d'abord chercher cette aire par la formule 

u=^J zdy, ...... (2) 



Vo 



z étant donné par l'équation de la surface et l'intégration 
effectuée en considérant x comme constant. 
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Plus généralement, on a : 



V «= 1 1 1 ^^dy ^^9 



ou, en intégrant d'abord par rapport à ;s, à partir de ;s = 0, 



=» / / zdx dy. 



(3) 



D'où Ton tire facilement la formule (1). 



Nota, — Il est aisé de voir par quelles formules il fau- 
drait remplacer les formules (1) et (2), si l'on cherchait 
d'abord l'aire de la section faite dans le corps par un plan 
perpendiculaire, soit à Taxe des y, soit à l'axe des z, aux 
distances y et z de l'origine. 



iSzeiniiIe ■• 

Soit à chercher le volume de l'ellipsoïde dont l'équation 
est 

La section faite dans le corps, par un plan perpendicu- 
laire à l'axe des a; et à la distance x de l'origine, est une 
ellipse dont l'équation est 



ou 



.8\ T / /v.»\ 



'•(<-?) «-('-a 



Or l'aire de l'ellipse est égale à u multiplié par le pro- 
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(luit des demi-axes, donc Tellipse de section a pour aire 



X*' 



u = Tzbc[i ^J, et l'emploi de la formule (l) donne : 



V==..c/"(l-grf.. 



^0 

L'intégration, effectuée entre les limites Xo=0 et x = a, 
fournit - izabc pour la moitié du volume. Le volume de 

ô 

4 
rellipsoïde est donc ~ Tzabc. 

ô 



Ezemiile II. 

Soit à calculer le volume du corps compris entre le plan 
des xy; le paraboloïde hyperbolique dont l'équation est 
Z'=axy\ deux plans perpendiculaires à l'axe des x^ aux 
dislances Xo et X de l'origine; et deux plans perpendiculaires 
à Taxe des y, aux distances t/o et Y de l'origine. 

Cherchons d'abord l'aire u de la section faite dans le corps 
par un plan perpendiculaire à l'axe des x et à la distance x 
de l'origine. 

L'équation du paraboloïde étant z=^axy, on aura parla 
formule (2) : 

Y 



/Y 
ydy. 



D'où 



i/o 



1 



et, en substituant dans la formule (1), 



V = 2 « (Y' - .v?)y 



xdx. 

^0 
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L'intégration effectuée, on trouve : 

V=ia(Y,-.y;)(X,-x;). 
4 

Ce résultat peut s'écrire : 

aXY + aXf/o + aYxo + aXoVo 
V = (X — Xo)(Y — ;/fl) 

ou, en représentant, en vertu de Téquation du paraboloïde, 

aXY par Z, aXi/o par Z', 

aYxo par Z" et ajro.yo par Z'", 

, Z + Z' + Z" + Z'" 
V ^ (X - To) (Y -yo^ ' ^ , ^ • 

4 

Le volume est donc égal à la base (X — Xo)(Y — t^o) du 
corps multipliée par la moyenne arithmétique des distances 
de ses quatre sommets supérieurs au plan des xy. 

Ii^zeiiiple III. 

Cherchons le volume de la portion de cylindre droit dont 
la base est le cercle Ix — af + iy — j3)* = R* et qui est 
comprise entre le plan xy et le paraboloïde elliptique 
z==^ax^ -}- by^. 

On obtiendra d'abord pour Taire d'une section faite dans 
le solide par un plan perpendiculaire à l'axe des x^ à une 
distance x de l'origine : 

puis en intégrant entre les limites j/o = P — 1/ R* — (a: — a)' 

et t/ = p -{- 1/ R* — [x — a)* fournies par l'équation du 
cercle : 

26 



3 
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D'OÙ 



V = 2o /""x'V/R*— (x — a)Mx 



^0 



26 /^x . 



^0 



les limites étant Xo = a — R et a; = a -J- R. 

Pour effectuer les intégrations, posons d'abord x — a = ^, 
ce qui donne dx^=di et, pour limites, a;o = — R et 
x= + R. On aura : 

-R 

26 r-^^ . / 

+ — / (5p»+R'- Ol^H'— (*6/^ 

-R 

Cette nouvelle expression de V renferme les trois inté- 
grales : 

/H-R , /'-f-R , /»-i-R . 

t^VVi^—i^di,! t\/R'--t'dt et / l/R*-(»rf/. 

— R — R '^R 

Pour les déterminer, on multipliera et on divisera chacune 

d'elles, sous le signe, par l/R* — (*, puis on appliquera la 
formule de réduction 

_^ l/R*_-e»"~ w ç/^ l/R* - e» * 

formule que l'on obtient en remplaçant x par / et a par R 
dans le résultat trouvé exemple 111, chapitre 111, section II. 
Le calcul donne pour valeurs respectives des trois inté- 
grales : 

ttR* ttR^ 

— , et — ; 
8 !2 
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et, par suite, 

V = .R«[a(a«+^)+6(p'+^)]. 

C'est le volume d'un cylindre de même base que celui de 
l'énoncé et qui aurait pour hauteur l'ordonnée du para- 
boloïde correspondante à 

x^y/a"^ et y^\/'^. 



Eae^reiee*» 



1. Volume du paraboloïde elliptique dont l'équation 

2/* . ^* 
est — -+-— =a;. 

L'aire de la section faite dans le paraboloïde, par un plan 
perpendiculaire à son axe et à une distance x du sommet, 
se trouve sans intégration. Elle est 

et l'on obtient pour la portion du paraboloïde comprise 
entre le sommet et le plan sécant : 

V = 71 \/pq X*. 

2. Volume de l'hyperboloïde à une nappe dont l'équation 
est 

a* v' z* 

On trouve, sans intégration, que l'aire de la section faite 
dans l'hyperboloïde par un plan perpendiculaire à l'axe 
des ;s et à la distance z du centre, est 

u= nabii +-;]; 
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et en substituant cette expression de u dans la formule 
appropriée 

tidz, 

«0 



=/ 



on obtient pour la portion de l'hyperboloïde comprise 
entre le plan des xy et le plan sécant : 



V=,«l(z+|,). 



3. Volume de Tune des nappes de Thyperboloïde dont 
réquation est 



X* , y^ r 



a* îr r 



Sans intégration, on trouve que Taire de la section faite 
dans l'hyperboloïde par un plan perpendiculaire à l'axe 
des ;5 et à une distance z de lorigine, plus grande que c, 
est : 



n = Tiab 1 — 



1 



et l'on obtient pour la portion de nappe comprise entre le 
sommet de celle-ci et le plan sécant : 

V = .a6/'(!;-.)=.«6(^-. + ?c). 

C 

4 
Pour z = 2c, le volume serait - nabc ou le volume d'un 

o 

ellipsoïde qui aurait, pour axes, les axes de l'hyperboloïde. 

4. Volume commun à deux cylindres circulaires droits, 
de rayons égaux, et dont les axes se coupent à angles droits. 

Soient x* + y^ = a^ et a;* + ;2* = a* les équations des 
cylindres. 

Si l'on prend pour origine de coordonnées rectilignes 
orthogonales le point de rencontre des axes et ceux-ci pour 
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axes des y et des z (fig. 12), la projection du volume sera le 
carré ABCD et la section faite dans le corps par un plan 




Fig. i2. 

perpendiculaire à l'axe des Xy et à la distance x de l'origine, 
sera, en grandeur et en projection, le carré abcd. 

L'aire de abcd est iyz ou 4 (a* — x^), en vertu des équa- 
tions des cylindres. 

Donc, pour la moitié du volume cherché, on aura 



'='/'"■'-'•""- 






et, pour volume total. 



16a' 



5. Volume du corps compris entre le rectangle OADB 
(fig. 13), les triangles rectangles OAC et OBC dont les plans 
sont perpendiculaires à celui du rectangle, et la quatrième 
face ACBD formée d'une suite continue de lignes droites 
telles que MN menées de AC à BD, parallèlement à BC. 

Prenons comme origine et OA, OB et OC comme axes 
des x, des y et des z. 

Menons MP, perpendiculaire sur OA et tirons NP. 

Le triangle MNP sera une section faite dans le corps 
perpendiculairement à l'axe des x. 
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Posons OA«=a, OB = ft, DC = c, 09 = x et m = z. 




Fig. 13. 

bz 
L'aire m du triangle MNP est — ou, les triangles sem- 

blables AGO et AMP fournissant ;? = -(a — ic), 

a 

bc 
Le volume cherché est donc 



'2a J 



)dx 



abc 



6. Volume du corps ABCD (fig. 14), retranché d'un cylin- 
dre circulaire droit dont l'équation est x' + j/* = a*, par un 
plan passant par le centre de la base et faisant avec cette 
base l'angle a. 
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Prenons comme origine, la trace BC du plan sécant 
comme axe des j/, Taxe du cylindre comme axe des z et OA, 
perpendiculaire à BC, comme axe des x. 




Fig. 14. 



La section faite dans le corps, par un plan perpendicu- 
laire à l'axe des x eik une distance OP de l'origine, sera un 
rectangle EFNM. 

Posant OP == a?, NP = y, MN = z, l'aire u de ce rectangle 
sera ^yz. 

Or-=tanga, d'où z = xi^nga; et, de l'équation du 

X 

cylindre, on tire y = l^a* — x"^. Donc 



u = ^x tang a l/a* — x\ 
Par suite, le volume cherché est 



2 tang a / X Vu^ — x* dx = - a"* lang a. 
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7. Volume commun au paraboloïde de révolution et au 
cylindre circulaire droit dont les équations sont respecti- 
vement : 

y' -|- z* = iax et ar* + t/* = 2ax. 

L'aire de la section faite dans le solide commun par un 
plan perpendiculaire à l'axe des a; et à la distance x de 
l'origine est 

M =2 / [/iax — y* dy 

Effectuant l'intégration entre les limites </ = + \/^ax — x^ 
et j/o = — V^ax — x' fournies par l'équation du cylindre, 
on obtient : 

. m /"la — X , y 5 5 

u = Sax.arc sm V/ \- 2x k 4a — x\ 

^ 4a 

Par suite, 



= / Sax.arcsin \/ — 1- 2x l/4a* — x* dx 

*o -* 



8. Volume commun à la sphère et au cylindre circulaire 
droit dont les équations sont respectivement 

x' -j- y* -(- z* = a* et x' -(- y* = ax. 

Pour calculer le volume, on pourrait suivre la marche 
ordinaire ; mais, pour éviter des intégrations laborieuses, 
rapportons les surfaces à des coordonnées polaires en 
posant x = r cos f et i/ = r sin i. 

Les équations de la sphère et du cylindre deviennent : 

r* -{- z' = o* et r* = or cos t. 
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D'autre part, la formule (3), V =^/fz dxdy devient : 

W = I I zrdrdt, 

car il est démontré, dans les cours, que dxdy « rdrdt. 
Le quart du volume cherché est 



î X> O COf / 



'-/ */ 



a' Itt 2^ 



D \2 3. 

• 



Le volume total est donc -^ (Stt — -). 



CHAPITRE X. 

QUADRATURES. 

Section 1. — Quadrature des surfaces de révolution. 

Soit y = f\x) l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes rectangulaires. 

La surface S engendrée par un arc quelconque de la 
courbe tournant autour de Taxe des x a pour expression : 

Xq et X élant les abscisses des extrémités de l'arc. 
Cette formule peut s'écrire : 



/x 
yds, 



^0 

ou, 
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OU encore, 



/x 
y sec adx , 



ds représentant la différentielle de Parc; N, la normale en 
un point quelconque de Tare ; et a, l'angle que la tangente 
menée par tel point de Tare, fait avec Taxe des x. 

Exemple* 

Cherchons la surface engendrée par la révolution, autour 
de Taxe des x, de l'ellipse dont l'équation est 

De l'équation, on tire : 

dy Vx 

^^^^ ^SSSS ^^^ ^"*^~^ * 

dx a*y 

Par suite, 

^ \dxl a*y 

Cela posé, supposons d'abord a > ft, c'est-à-dire l'ellipse 
tournant autour de son grand axe. 
L'expression précédente pourra s'écrire : 



. / , IdyV 6i/a*^(a«>--6')x' 



ou, en posant a* — b*== oV, 



L'emploi de la formule, sous sa première forme, donne 
pour la moitié de l'aire cherchée : 

S = 27r.- / I/o* — eV dx. 
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Or, 

*>^ 2 2e a ' 

D'où 

/\/-i i-î^ ' I. I ^* arc sine 
2 ^ 2 e 

Par substitution, on trouve : 

arc sin e 



S = nb* -(" ^û& 



e 

L'aire totale de l'ellipsoïde est donc 

arc sin e 



27r6* + 27ra6 



Supposons, en second lieu, a < fc, c'est-à-dire l'ellipse 
tournant autour de son petit axe. 
Dans ce cas, l'expression (1) s'écrira : 

En posant fr» — a* = frV, on aura : 



La moitié de l'aire de l'ellipsoïde est donc 
S = 2t - /"Va^ + ô'eVrfx. 



Mais, 

f\/a' + b^e^x^ dx 

= -l/V + 6Vx^ + — -log -^-—j-^ +C. 



2 • '26e 



a' 
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D'où 



a% CI* 



/ l/fl* + 6Vx* f/x = — + -:- log 1 ( i +e). 

La substitution donne : 

log^(l+e) 

S = t6' -\- Ta* . . 

e 

L'aire totale est, par conséquent, 

log^(l+c) 

2t6* + 2îra* . ^ 

e 

Dans les deux cas, il est facile de trouver que, si ft = a, 
les expressions finales donnent ina*, aire de la sphère. 

1. Génératrice de la surface : droite parallèle à Taxe 
des a;, j/ = R. 



- 2./^x< 



La formule S == Stt / Sdx 

donne immédiatement, puisque N = R, 



dx = 27rR (x — Xo). 







La surface du cylindre engendré est donc égale à la circon- 
férence de la base, SttR, multipliée par la hauteur, x — J^o- 

2. Génératrice : droite passant par Torigine, y = ax. 
L'emploi de la formule sous sa première forme donne, 
en intégrant à partir de Xq = 0, 

^ï 

S = 27ral/l +a*-~» 

^ 2 
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OU, en remplaçant a par - , 

X 



i 



L'aire du cône engendré est donc égale à la circonférence 

\ 

de la base, iny, multipliée par la moitié du côté,-l/x*4-y". 

3. Génératrice : circonférence dont l'équation est 

Dans le cercle, N <« R. Donc la formule, sous sa troisième 
forme, donne immédiatement 

S = 2tR r e/x = 2« R (x — Xo). 

C'est l'aire de la zone : circonférence d'un grand cercle 
multipliée par la hauteur de la zone. 

En intégrant de x© = — R à x = + R, on trouve pour 
aire de la sphère : 

4tR% 

quatre fois l'aire d'un grand cercle. 

4. Génératrice : la tractrice, dont l'équation différentielle 
est -— = — 



dx [/a* t/« 

D'une pari. 



^ ^dxl [/a'^if 



D'autre part, l'équation de la courbe donne 

jjdjc = — V'^a* — t/* dy. 



10 



446 EXERCICES MÉTHODIQUES 

Substituant dans la formule primitive et remarquant 
qu'aux limites o^o »> et x = oo correspondent les limites 
2/0 "= a et j/ = 0, on obtient 

dy = Sîra / dy ^ ^^ra*, 
a 

deux fois Taire du cercle dont la tangente constante serait 
le rayon. 



est 



8. Génératrice : la cycloïde, dont Téquation différentielle 
fl^^m /2a — y 



(te ▼ j/ 
Pour la moitié de Faire, on trouve : 

2a ydy 52 



S»2t 



r*^ yay 32 

•/ V/2a — !/ 3 



6. Génératrice : Chaînette dont l'équation est 

On a trouvé, Exercices méthodiqtLes de calcul différentiel^ 
chapitre XI, exercice 15, 

a 
Donc, en vertu de l'équation de la courbe, 

et, par emploi de la formule, troisième forme, 

S = jj^ ' («• + e"') dx - ^a r^ (e^- e" ') + xl • 
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7. Génératrice : Parabole dont l'équation est j/* = ipx. 

On obtient pour la portion de surface du paraboloïde de 
révolution comprise entre le sommet et un plan perpendi- 
culaire à l'axe des a: et à une distance x du sommet : 

/x 2 r ' '1 

V/p + ix (/x « - ir l/^ ( p + 2x/ - pM . 



8. Génératrice : Hyperbole dont l'équation est— — 7;=1. 

a* 6* 

En opérant comme plus haut, dans l'application ài'ellipse, 
posant dans lé cours du calcul a*-\-b* = aV, puis intégrant 
entre a et x, c'est-à-dire en ne considérant que la nappe de 
l'hyperboloïde de révolution située du côté des x positifs, 
on trouve pour la portion de cette nappe comprise entre le 
sommet et un plan perpendiculaire à l'axe des x, à la dis- 
1 tance x de l'origine, 

S«7r- xl/cV — a* log — -^ 

a\ e a 

■ • . ff^b ^ ae-4-6 

— ttO* -J — ■ — log ■ 

e a 

9. Génératrice : Hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes et dont l'équation est xy = 1^. . 

La formule, sous sa quatrième forme, fournit : 

dx 



/* dx 

séca — 



Or, de l'équation de la courbe, on tire : 

dy A» 

dx X* 

D'où 

dy fc' 
tanga = — — = -; 
dx x 
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et, par suite, 

k 
x= -, . 

(tang a)" 

et 

1 

Jog rr ■» log A; ^ - log tang a. 

Diiférentiant la dernière égalité, on trouve : 

dx i da 

X 2 sin a cos a 

dx 
Substituant cette expression de — dans celle de S et 

X 

remplaçant les limites X9 et x par leurs correspondantes 
Oo et a, on obtient : 

,/ Sin a cos a ^/ sin a cos* a 

ao a 

Mais 

/* doi \ a 

sin a cos' a cos a 2 



D'où 



Cil a a\ 

COStto COS a 2 2/ 



Section II. — Quadrature des surfaces quelconques. 

Soit z^=f{x, y) l'équation de la surface d'un solide, 
rapportée à des axes rectilignes orthogonaux. 

Si l'on peut, sans intégration, obtenir en fonction de x 
le périmètre / d'une section faite dans la surface par un 
plan perpendiculaire à l'axe des Xy et que s soit l'arc de la 
courbe plane que l'on obtient en coupant la surface par un 
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autre plan perpendiculaire à celui de la première section, 
Texpression de la surface est 



S 



/x 
Ids 



(1) 



Si l'on ne peut obtenir / sans intégration, il faudra 
recourir à la formule plus générale 






(2) 



Exemple ■• 

Etant donnés une sphère et un cylindre circulaire droit 
dont les équations sont 

x' + î/' -(- ^' = «* et x^ -}" .y* = "^ » 

calculer la surface de la portion de cylindre contenue dans 
la sphère. 




Fig. 15. 

Si l'on coupe la surface par un plan perpendiculaire à 
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Taxe des x, à ia distance x de l'origine (fig. 15), le quart du 
périmètre de la section est visiblement : 

et, en vertu des équations de la sphère et du cylindre, 

/ « z « V/a« — X* — !/* = V/o (a - x). 

D'autre part, en coupant la surface par le plan « = 0, 

perpendiculaire à celui de la première section, on obtient 

la circonférence de la base du cylindre dont l'arc s a pour 

différentielle 

af/x 
((s = — • 

2l/x(a — x) 

Substituant, dans la formule (1), les expressions de / et 
de ds, il vient pour le quart de la surface cherchée : 



-!/ 



a rfx 



2l/x 



ExeMple II. 

Soit la surface conique dont l'équation est z* = Sarj/. 
De l'équation de la surface, on tire : 

dz y dz X 
dx z dy z 
D'où 



En intégrant à partir de jîo = et j/o == 0, la formule (2) 
donne : 

y x + y 



s=rdxr^±idy. 
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Or 

r^^+y. \ /^ n -^j , ^ r^ '- , 

.y — * . 2 £ 

= V^x y* -{- • y* • 

3l/2x' 

Donc 
S = v* / V^dx+-^ I =-xV^xy 



2 2 

+ -yl/2xy = -z(x + y). 



1. Calculer, au moyen de la formule (2), la surface de la 
sphère dont l'équation est x* + y* + 2* = R*. 
On trouve pour le huitième de la sphère : 



S = r/%x/ 



\/\V — X* — /y* '^ 



2. Étant donné le paraboloïde de révolution dont l'équa- 
tion est 

if -\-z^ = ^px , 

calculer, au moyen de la formule (2j, la surface de la portion 
de ce solide, comprise entre le sommet et un plan perpen- 
diculaire à l'axe des Xy mené à la distance x de l'origine. 
On obtiendra pour le quart de la portion du solide : 

J .1 V/2px-y' 



= U V/^ L + 2x)^ - p^ j 
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3. Chercher la surface du solide dont on a calculé le 
volume, au chapitre précédent, section II, exercice 4. 

Cherchons d'abord la partie de la surface qui se projette 
dans le triangle OBC, c'est-à-dire le huitième de la surface 
totale. 

Le périmètre de la section faite perpendiculairement à 
l'axe des x, à la distance x de l'origine, se réduit ici 

kl = bc=^iz — ii^à' — x\ 

D'autre part, le plan ;s «r 0, perpendiculaire à celui de la 
première section, coupe la surface suivant la circonférence 

j;* 4- y* g=s a\ dont l'arc s a pour différentielle : & = 

l/a' — X* 
La formule (1) donne : 



S «2a 



f dx = ^u\ 



La surface totale cherchée est donc 16a*. 

4. Calculer la surface convexe du solide dont on a déter- 
miné le volume, chapitre IX, section II, exercice 6. 

Le périmètre de la section faite dans la surface, par un 
plan perpendiculaire à Taxe des x et à la distance 09 =x 
de l'origine, est / = 2MN = 2^ = 2a; tang a. 

En second lieu, le plan ;s = 0, perpendiculaire à celui de 
la première section, coupe la surface suivant la circon- 
férence X* -j- y* = a', dont l'arc s a pour différentielle : 

adx 
rf5 = — zz=r- 

La formule (1) donne donc, 

/^ xdx 
^ = 2a' tang a. 

^ V/a» — X* 

5. Les données étant les mêmes que dans l'exemple I qui 
précède ces exercices, calculer la portion de surface de la 
sphère interceptée par le cylindre. 
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La formule (2) écrite sous la forme 
devient dans la question présente : 

Transformons les équations des surfaces et l'expression 
de S en coordonnées polaires. Pour ce, posons : 

xsarcosf et y=?*8in^ 
Les équations de la sphère et du cylindre deviennent 

r^-^z* ==== à* et r' = ar cos t ; 

et 

r ynr rdrdt 



f 1 rardt 



En effectuant Tune des intégrations entre les limites 
To = et r = a cos ^ fournies par l'équation du cylindre; et 

l'autre, entre les limites to = eit= -,on trouve pour le 

quart de la surface cherchée : 



dl / -___=-a«(T-2). 
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CHAPITRE XI. 

INTÉGRATION DES FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

Soit à intégrer une expression de la forme 

Mrfx + Nrfy, 

M et N étant des fonctions des variables indépendantes a; et j^. 
Pour que telle expression soit intégrable, il faut que 

dM du 
dy dx 

A là condition que cette identité ait lieu, on obtient pour 
l'intégrale cherchée : 

//»/ d.f^dx\ 
Mdx+y ^N ^ )rfy + C, . (i) 

ou 

Ne point perdre de vue que les intégrations par rapport 
à X doivent être effectuées en considérant y comme constant ; 
et les intégrations par rapport à j/, en regardant x comme 
constant. 

Procédé d'abréviation. — On abrège souvent le calcul en 
procédant comme suit : 

Si l'on emploie la formule (1), n'ajouter à l'intégrale de 
M(te que celle des termes de Ndj/ qui ne renferment point x ; 
si l'on fait usage de la formule (2), n'ajouter à l'intégrale de 
N(/j/ que celle des termes de lAdx qui ne contiennent 
point y. 



DE CALCUL INTÉGRAL. d55 

Soit à intégrer une expression de la forme 

Mdx + my + Vdz, 

M, N et P étant des fonctions des trois variables indépen- 
dantes x, y et X. 
Une expression de la sorte n*est intégrable que si l'on a : 

dM c/N dN rfP dP^dM 

dy dx dz dy dx dz 

Etant admis que ces identités aient lieu, l'intégrale 
cherchée est 

,^u+f(p-'^^d., .... (3) 

dans laquelle u représente l'intégrale de Mdx + Ndj/ trouvée 
comme précédemment. 

Observer sans cesse dans le calcul que les intégrations par 
rapport à x, celles par rapport à j/ et celles par rapport à z, 
doivent être effectuées en considérant respectivement y et z^ 
X eiZf X et y, comme constants. 

Procédé dUahréviation. — Intégrer Mdo;, puis les termes 
de Ndj/ qui ne renferment point x, puis les termes de Vdz 
qui ne contiennent ni x, ni j/, et additionner les résultats 
des trois intégrations. 

Si l'on a intérêt à effectuer les trois intégrations partielles 
dans un autre ordre, il est facile de voir comment il faut 
modifier le procédé qui, dans le cas de trois variables, doit 
être essayé d'abord, tant il peut abréger le calcul. 



D'après ce qui précède, on formulera aisément, et le 
procédé normal, et le procédé d'abréviation qu'il faut 
suivre dans l'intégration d'expressions différentielles de 
quatre variables indépendantes, de cinq, etc. 
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Exemple ■• 

Soit à intégrer Texpression 

dans laquelle 

M = a+ /*^ ^ et N—6-I- 



Puisque M n'est fonction que de x et N que de j/, on a 
évidemment : 

dM ^ _ dN 

4iy dx 

Pour la même raison, les formules (1) et (2) se fondent 
dans une seule : 



u = /mc/x -I- Cmy -I- C. 



D'où, intégration immédiate : 

M=ax-j-arctangna:4-6i/+logC(y-|-l^^i +y'). 

Exemple II. 

Soit 

X 



On a : 



{ydx —. xrfy). 



M — -— — et N = — 



x* 



yi/x» + y» t/'i/iqr^ 

et, par suite, 

dM _ X X» -{- %« __ (/N 
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D'autre part, puisque N n'est pas indépendant de x, 

d.fMdx 
i\ :^- «=0. 

La formule (1) devient donc simplement 



M = / Mdx -{- C , 



et l'intégrale cherchée est 



l^^ÏM^* 



Soit 

On trouve : 

m I n c/N 

-==4y(x--J=-, 
puis 

r^dx = X» — i + «y +~ • 

L'intégrale des termes de ^dy qui ne renferment points 
est 

Donc, procédé d'abréviation suivi, 

xy \ a' 
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Ezemplo IV. 

On trouve successivement : 

r/M ^ %xy r/i\ 

dy [x — yY dx * 

/Mrfx=» /rfx — 4y' r — = xH —; 

Donc, formule (1) : 

u = x + - — -+o^ + C, 
X — y 

OU 

tl = H C. 

x — y 



Exemple ▼« 



(tang y -f- j2 cos x) dx -f- [ — ; tang z — 4y ] d/y 

— I — sin X — I I dz. 

\cos'jZ I 



On obtient : 


dU 1 (/N 




r/y cos*f/ dx 




c/N 1 r/P 




£/jg cos* z dy 




dP du 

-— =3 COS X == -— 

ax (12 
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Le procédé d'abréviation fournit : 
/ Mdx = X lang y -|- « sin x ; 

/ (— (ang z — Ay)(iy=^-~y tang z — 2y'; 

y\+\)dz=z. 

L'intégrale cherchée est donc : 

r = X t»ng y — «/(2y + tang z) + z(\ -j- sin x). 



Riemple ¥1. 



Ix (x-^yzyj ^b (^-!/^)'J U (^~y^)'j 

On trouve : 

m _ 2xyz c/N 

rfy (x — yzf dx 

dN __ 2x*t/ (/P 

(fe ~ (x — yz)* ™ dy' 
et 

rfp i/*(x + i/) dM 

f/x (x — yzf dz 

Si l'on cherche d'abord l'intégrale de Mdx-j-Ndy au 
moyen de la formule (1), on obtient : 

xy 
M = log xy + 



x — yz 
La formule (3) donne ensuite : 



^^x-yz^J l z (Jc— yz)' (x— yz)»J ^ 



ou 



Z X — yz 
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ÊBjt^ê'eie^s. 



i X* — V* X — y 

2. (d'y + X*; dx — (b* — a'x) dy. 

a» 
ti = — + Q^xy — 6*y 4" ^• 
5 

3. [x(a»+x')+y(6+y)]rfx+[x{6 + 2y) + y(y'-«')]rfy. 

4. (tangy— -r^i '^ ) rfj -|- [ cotg x + ^- 

-i — * ) rfy. 

V 
M «=» X tang y + y colg x + arc sin - + C- 

X 

5. (î±i(+_l_)dx-(î±idll + ^±-Jd,. 
V xy x' + yV \ y* ' x^ + ^l 

X + I X Cx 
ti = h- arc tang -• + log 

y y y 

Ix x' (x-.y)*J Ly !/* (^-.yrJ 

^ , ^ + V , , Cx 
u = r *^o 

^ — y ^y y 
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xdx + ydy ydx — xdy 

nr 

u =r Vx* + y' + arc taog - + m» 4- c. 

y 
i 

xy 

w=— ^ + C. 

x — y 

^ I , zûnx\ ^ I ^ . ac sin v\ 

\ cos'z / 

V = X séc y + y séc i + z séc X 4- C. 

dx dy z*dz 



10. 



l/x' + a* y*— 6* •*'+! 



.= log -log^_-,„gC (.' + <). 

11. (2a'x — yz*) dx — (xz^ — Zby') dy — z'iZxy + iz) dz. 
V = aV + fcj/» — a»(xy + z) ^ c 



12. (xy + .)(^+^-y_ 



zy z' 



xy Cxy 

Z *^ J2 

xdx+yd y+zdz zdx—xdz , . rfz 

■^^' ' 1 — r 1 I / ^ + arcsinjz. 



z' 






{x^^y'+zj z' + (a: — «)» "^^ 

11 
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l(z-xy)'^x] ^[(z-xy)*^;,] ^ 

xyz 

Comme suite à ces exercices, nous engageons les élèves 
à intégrer les expressions différentielles trouvées chapitre II 
des Exercices méthodiques de calcul di/férentieL 



CHAPITRE XII. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE, 

A DEUX VARIABLES. 

Section 1. — Équations dans lesquelles la dérivée 

est du premier degré. 

Les équations dont il s'agit peuvent être mises sous la 
forme : 

Mrfa + N(fy = ou N-^ + M=-0, 

dx 

M et N étant des fonctions des variables x et y. 
Trois cas principaux d'intégration : 

Premier cas. 

Si M n'est fonction que de j; et M de y, les variables sont 
dites séparées et l'intégrale de l'équation est 



fudx + r^dy = C. 
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Peuvent se ramener à ce cas : 
1<> Les équations de la forme 

f{x) h {y) dx + ?, (x) ^ (y) dy = 0. 

Car en divisant les deux membres par <pi [x] . '^i (y), on 
trouve : 

fi(oc) h (y) 

i^ Les équations homogènes, c'est-à-dire celles dans 
lesquelles M et N sont des fonctions homogènes et de même 
degré de x et de y. 

La séparation des variables s'obtient en posant y = xt, 
t étant une nouvelle variable. 

Au nombre des équations homogènes comptons celles 
qui ne l'étant pas d'abord, peuvent le devenir par certains 
procédés. 



■• 



dx dy 
Soit l'équation r— — -,+- : = 0, dans laquelle les 

1 + Oî* 1 -j- 1/* 

variables sont séparées. L'intégrale est 



J i+x« V \+f ' 



ou en remplaçant C par arc tang C, 

arc tang x -f- arc tang y = arc lang C, 

ou encore, 

X -{-y 

are tang ^ = arc tang C. 

\—xy 



D'où 



\ —xy 



«C. 
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OU 



Exemple II. 

Soit l'équation 

(a* + a') (y» + h*) dx + (jr' — a») (y« ^b*)dy^ 0. 

La division des deux membres par [3? — û')(î/* + t*) 
donne, variables séparées, 

Sous cette forme, Téquation fournit facilement pour 
intégrale : 

^ + y + ^ *^g — i ^" ^^^ ^^"g 7 '^ ^• 

X -(- a 6 



Exemple lii« 

Soit l'équation homogène 

xdy — ydx = l/t/* — x* (/x. 

Si l'on pose, y = xt^ d'où dy^=-xdi-\'tdx^ l'équation 
devient : 



x(xrf( + tdx) — tx dx = 1//V — x' rfx, 
puis, en divisant par x et réduisant : 

xdt = l/e'— 1 rfx. 



D'où 



dx rf^ 



^ - l/(''— 1 
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L'intégrale est 

log X = log (i + 1/<»— 1) + log C, 



ou 



l==t + \/?—l. • 



Or, 1=.-, donc 

X 



â=f+v?^- 



Cette équation, rendue rationnelle, donne pour forme la 
plus simple de l'intégrale : 

x«==C(2t/—C). 



Exemple IV* 

Soit l'équation 

(5x — 4y — 7) rfx + {^x + 3y — 12) dt/ = 0, 

Pour la rendre homogène, posons d'abord 

x = x'+a et y = t/' + j3, 

x' et y' étant de nouvelles variables; a et p des constantes à 
déterminer. 
L'équation devient 

(5x' — 4t/'-H5a— 4p— 7)dx'+(2x' + 3y'-f2a+3p— i2)rfy'=0, 

Posons ensuite 

Sa — 4S — 7 = 0, 

^ . ^ _ ' d'où a = 3 et 8 = 2, 

2a + Dp — 12 = 0, *^ 

et nous trouvons : 

(5x' — Ay') dx' + (2x' + 3t/') rfy' = , 

équation homogène. 
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Faisons donc y' = x'^ et, la séparation des variables 
effectuée, l'équation devient : 

dx' (Zt + ^)dt 

x' ■f"5«' — 2^ + 5 
ou 

î^ 1 = 0. 

x' ^ 2 ùt* — '2t + 5 ^ 3^' — 2< + 5 

L'intégrale est 

log x'-j- log(3t» — 2t + 5)' -^ zz: arc tang — ^zr = C, 

l/U \/i4 

t/' 
ou, en remplaçant / par —, » 

X 

H (%" — 2x î/ + 5x"j' + -^ arc tang ^^ "^ = C. 

l/Û x'l/i4 

Or, x' = X — 3 et jy' = y — 2. Par substitution l'intégrale 
cherchée est donc 

log [3(y - 2)' - 2(x - 3) [y - 2) + 5 (x - 3)f 

J- ^ 5(.v~2)-(x-5) 

-j arc tang ;:::: — = L. 

1/Ï4 (X— D)l/i4 



Deuxième cas. 
Si M(2x -|- Ndj/ est la différentielle totale d'une fonction u, 

c'est-à-dire si -p- =-7-» on déterminera m comme au cha- 

dy dx 

pitre XI, et l'intégrale de l'équation différentielle sera 

w = C. 

Si la condition d'intégrabilité -T-='-r- n'est point rem- 

du dX 

plie, la théorie enseigne qu'il existe toujours un facteur v, 
en général fonction de x et da </, tel que l'équation 
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v(iidx -f- Nrft/) = soit intégrable. Seulement, la détermi- 
nation de V dépendant de l'intégration d'une équation 
dilFérentielle difficile à effectuer — si ce n'est dans quelques 
cas particuliers — on doit s'exercer à trouver ce facteur 
sans règle, par l'inspection attentive de l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

Une exception : Si l'équation est homogène et que 
l'expression Mdx'-\-^dy ne satisfasse pas à la condition 
d'intégrabilité, on a : 



V = 



Ma; + % 

Exemple I. 

Soit l'équation 2xdy ^ 3ydx == xydy. 

Il est facile de voir qu'en multipliant les deux membres 

par — , il vient : 
xy 

dy , dx 

y X 

et, par intégration, 

2 log 1/ + 3 log X -= i/ 4- log C. 

D'où 

xY 
log-^ = y, 

et 

Exemple II. 

Reprenons l'équation homogène 



^^^y — y^^ = V^y* — x' dx 
donnée comme exemple du premier cas. 
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En récrivant comme suit : 

{y + [/y* — X*) dx — xdy = 0, 

il est aisé de s'assurer que le premier membre n'est point 
différentielle exacte. 
Mais ici, 

i I 1 

Mx+Ny (y + l^y* — ^*)^ — x^y xl/y* — x' 
Donc l'équation 

X [/y* — x' X \/y^ — X* 

ou 

- -\ ' ]dx -^==. dy = 

X X Vy^ — x7 l/i/* — X* 

est intégrable. 
Si l'on intègre le premier membre par la formule connue 

on trouve 

X 

Donc l'intégrale de l'équation proposée est 

— log ^^ -^ (-logx = logC, 

X 

ou 



C X ▼ X* 



comme précédemment. 

Nota. — Toute équation homogème Mdx -f- Ndy == 
peut donc s'intégrer par la méthode du premier cas et par 
celle du second. 



DE CALCUL INTÉGRAL. 469 



Troisième cas. 
Si l'équation est linéaire, c'est-à-dire de la forme 

| + Py = Q. 

OU 

dy + Pydx = Qdx, (1) 

P et Q étant des fonctions de x seulement, l'intégrale est 

y = e-^'"[/e/^'"Qrfx-j-C]. ... (2) 

Observons que les équations de la forme 

dy -f- Pydx = Qy'*dx 

peuvent être ramenées au cas dont il s'agit, car la division 
des deux membres par j/", donne : 

du i 

— -] -Prfdr = Qrfx; 

dy 1 
et, si l'on pose — = dz, d'où r = — in — i)z, on 

trouve : 

dz — (n — I ) Pzdx = Qrfx, 

équation linéaire. 

Exemple I. 

Soit l'équation dy + xydx = x^dx. 

Si on la compare à l'équation (1), on trouve : 

P = X et Q = x'. 



Donc / fdx = I xdx = — 
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L'intégrale de l'équation proposée, formule (2), est, par 
suite : 






D'où 



Or, l'intégration par parties fournit : 

A"^ X» f/x = e^ (x* — 2). 

y = e" \e^(x^ — 2) -f- C 1 , 

ou ,. 

y = x' — 2 + Ce \ 

Exemple II. 

Soit l'équation 

xydx 

dy = xdx, 

^ X»— 1 

Ici, 

y Prfx = -- Z*-^^^ = -. log l/^^^ITTi 
et 

L'intégrale est donc 

ou 

y = X* — i + C V/x» — i. 



Exemple ill* 

^ . _ xydx ay^dx , . ,. . ^ 

ISoit dy — -= -, équation non linéaire de 

3(1— x') 1 — X* 

la forme dy + Vydx == Qi/"rfx 
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La division des deux membres par y*, donne : 
dy i xdx adx 

dv 1 

et, si Ton pose, — = dZy d'où - = — 3:5, on trouve : 

if tJ 

, . xzdx adx 

dz -f- 



équation linéaire dans laquelle 

//^ xdx 1 

et 

e-p"' = e '"• ''^^^ = \/\—x\ 

L'intégrale est donc 

Le/ (i-*r J 

Mais 

/* dx X 
-j = (chapitre II, section II, exemple V). 
(1 ^ X*)* v\ — x" 

Donc 

ou 

z = ax + C l/i — X*. 

1 
Remplaçant ;s par — 01» o^ trouve 

.'= ' 

3(ax + Cl/i— X») 
pour intégrale de l'équation proposée. 
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Ege^w^eieeê, 



dx , dy 



i. : -, + — -^- = 0. 



Intégrale : 

- log — î— + - log ^--^— = - log C , 
ou 

(x-i)(y-1) • 

^ dx dy ^ 

2. +— ==-0. 

Intégrale : 

arc sin x -\- arc sin y = arc sin C , 

ou 

a; l/i — y» + 2^ V/l — x' = C. 

3. (x-1)(y»~i)rfx + (x+l)t/*rfy = 0. 



On trouve : 



1 



(v' — O' 

a; + wi^^ i=C. 

^(x + 1)* 



On obtient : 



/x« + x + l ./-/ 2x + 1 , 2y — '«\ 

•og V -r^ p— — V/3 arclang — —-^-arctang — t=- ==' 

8. xdx + ydy = 2 cos a . i/cfx. 
Intégrale : 

t/ — ~" X cos flt 

log l/t/* — 2xt/ cos a + X* + colg a . are tang : = C. 



X sin a 



DE CALCUL If^TÉGRAL. 173 

6. a [a{x + i) + 2y] dx + ydy = 0. 

Si l'on pose, a: = a;' + «> l'équation devient : 

et, pour a = — 1, 

a(ax' + 2y)(ix'+ydy — 0, 

c'est-à-dire homogène. 

Intégrant comme dans l'exemple III, premier cas, puis, 
dans le résultat, remplaçant x' par a; + 1, on trouve pour 
l'intégrale cherchée : 

7. (i + x) dj + {e'dx — e^^dy) (I + x*) ~ 0, 

La division des deux membres par ' 1 -}- ^ conduit à 
l'intégrale : 

i 

are tang x + log Vi + a?' + ^* c*^ = C. 

8. sin y cos xdx — sin x cos y dy=i tang' t/ (fy. 

1 

Multiplier les deux nlfembres par -tt— 

sm* y 

Intégrale : 

sin X 

- — = tangj/ +C. 

sin y ^ 



9. ydx — xdu = v' ^'^ rfy* 

y 

Intégrale : 
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10. Vi +t/*rfa: — 2l/i +x^dy^y\/\ -^ x^ dy. 

La séparation des variable s s'obtient quand on divise les 
deux membres par Vi +aî* 1^1 +y*. 

Intégrale : 

1 

H . x*dy -}- ydx = ax V dx' 

Si l'on divise les deux membres par a?', l'équation devient 
linéaire. 

Intégrale : 

y = e'{ax+C). 

12. dy -f- xydx = (x — i ) e"' dx. 
On trouve d'abord pour l'intégrale : 

y =e"^r y e^(x — i)e-'rfx+C . 
Mais 

e*(x — 1)c"'rfx— / c* '(x — i)dx = ê'~*. 

• 

D'où _^ 

y = c- + C« ' . 

13. dy -^ aydx = cos itxdx. 
On obtient d'abord : 

y s= e~" I / e"* cos wxrfx -}- C j , 

et une double intégration par parties donnant : 



• / 



- e** (a cos nx + n sm nx) 
c" cos furax == , , ' 
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il s'ensuit que 



I 

î «i : L r/»-«« 



a cos nx 4- n sin nx 

y- — ^^ — +C- 



... Wf/ lix 

14. dy + — -^ r= adx. 

VX +x^ 
On trouve d'abord : 



y = .. \ r; \a fiyT+l^- ^x^ dx + c]- 

Pour intégrer l'expression a (l/l -f- ^* + ^V cte, on la 
rationalise en posant 



et Ton obtient : 



.f(yT+7+,y^^l{S^+^]. 



Après avoir remplacé z par V^l +a;' + a; et substitué le 
résultat dans l'expression de j/, on a pour intégrale de 
l'équation proposée : 



xydx 



Intégrale : 



2(i^x') — 3C(1— x')* 



aydx i -}"* 

6(1 — x') *" (i— x')t/' 



MUUiJw ■ — I «h 
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Si l'on multiplie les deux membres par 2/* et que Ton 
fasse y*dy ^^ d%^ l'équation devient : 

, , azdx 1 +x . 
Comme intégrale, ou trouve d'abord : 

a 

Pour intégrer l'expression — ^ — I - — ^—dx, on pose 

y 1 "•*" XI \\. ~~" Xj 

\+x 



1 —a; 



M*, et l'on trouve : 



^n+xyi+x ^ 1 n-f-xv/i+xy 

y ll—xj (i — x)» "^ "■ (a +4) II— xi 11 —xi ' 
Par suite, a 

z = _J_ /idbf \* _L c { ^ ~ ^ V 

a + 4\i— x/ ''' Il +x/ 
Mais x = \, donc l'intégrale de Téquation proposée est 

17. Trouver une courbe telle qu'en chacun de ses points, 
la sous-tangenle soit double de Tabscisse. 
L'équation différentielle de la courbe est 

dy \ dx 



Intégrale : 



C* 

La courbe est donc une parabole dont le paramètre est—- 



y 2x 
dy 


ou 


•7 

dx 






1 
y = Cxi 
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18. Chercher la courbe telle qu'en chacun de ses points, 
Tangle de la tangente et du rayon vecteur soit constant. 

Si [k désigne l'angle de la tangente et du rayon vecteur, 
on sait (coordonnées polaires) que 



dt 

L'équation différentielle de la courbe, si l'on pose 

1 

tang |JL = -- , est donc 
K 



r i 

dr k 


— — kdt. 
r 


dt 




Intégrale : 




log r = A;« + log C 


ou r = < 



La courbe cherchée est donc une spirale logarithmique. 

19. Soient x et y les coordonnées rectangulaires d'un 
point quelconque d'une courbe. Si, à la distance x de Taxe 
des abscisses, on mène une parallèle à cet axe, et que la 
portion de celte parallèle comprise entre l'ordonnée y et la 
tangente au point {x, y) soit constante, quelle est la courbe? 

L'équation différentielle de la courbe, si l'on désigne la 
constante par a, est 

a dx 

ou 

y X 

dy — "dx = dx; 

a a 

équation linéaire dont l'intégrale est 

y SB= jr -|- O -f- Ce". 

12 
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20. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles 
dont réquation est y* = ipXy p étant un paramètre variable. 

Rappelons d'abord ce qu'on entend par trajectoires^ et 
comment l'on obtient leur équation différentielle. 

Étant donnée une famille de courbes représentées par 
une équation qui contient un paramètre variable, on appelle 
trajectoires les lignes qui coupent les courbes sous un angle 
constant. 

Quand l'angle constant est droit, les trajectoires sont 
dites orthogonales. 

Soient x , t/ les coordonnées du point de rencontre de 
l'une des courbes et de Tune des trajectoires, et, par ce 
point, soient menées une tangente à la courbe et, une autre, 
à la trajectoire. Si a et a désignent les coefficients angu- 
laires des tangentes et V la tangente trigonométrique de 
leur angle, il faut qu'on ait : 

OL — a 



et si, entre celte équation et celle des courbes, on élimine 
le paramètre variable, on obtient l'équation différentielle 
des trajectoires. Celle des trajectoires orthogonales s'obtient 
en éliminant le paramètre entre l'équation des courbes et 
la suivante : 

1 -j- aa' = 0. 

Cela rappelé, revenons à la question posée. 
L'élimination de p entre les équations 

j/* = 2px et i + aa' == 

p dy 

fournit, après avoir remplacé a par - et a par -~ : 

y ux 

C'est l'équation différentielle des trajectoires orthogonales 
cherchées. 



DE CALCUL INTÉGRAL. 179 

On peut satisfaire à cette équation : 
1** En posant y =-- 0. L'axe des abscisses est donc trajec- 
toire orthogonale. 

V du 
2« En posant 1 + -f- -^ = 0. 

Intégrale : 

C -2C 

Equation d'ellipses dont le centre est le sommet commun 
des paraboles. 

21. Trouver les courbes qui coupent toutes les droites 
passant par un même point sous l'angle de 4o®. 

Prenons pour origine le point commun des droites et, 
pour axes, les côtés d'un angle droit dont l'origine est le 
sommet. 

L'équation des droites sera y = mx, m étant le paramètre 
variable. 

L'élimination de m entre les équations 

a' — a 

y = mx et \ = 



i + 



aoL 



• 



donne pour équation différentielle des trajectoires deman- 
dées 

xdx -]- ydy = xdy — ydx, 

1 
Si l'on multiplie les deux membres par-- -, on obtient 

^ + J/ 
pour intégrale : 

y 

logK x* -f- 1/*== arc tang--f- logC; 

X 

puis, si l'on pose x = r QO^t et j/ = r sin f, pour passer à 
des coordonnées polaires dont le pôle est l'origine et l'axe 
des x^ l'axe polaire 

log r = « + log C, 

ou r = Ce'. 

Les trajectoires sont donc des spirales logarithmiques. 
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Section II. — Équations dans lesquelles la dérivée 
est d'un degré supérieur au premier. 

Dans rintégration des équations différentielles du premier 
ordre à deux variables, de la forme 



[^'^'(1)]='' 



du 
et renfermant -7- à des puissances supérieures à la première, 

on distingue trois cas principaux. 



Premier cas. 

du 
Si l'équation peut être résolue par rapport à —- , la réso- 

ax 

lution fournit n équations de la forme Mdx + Ndy = 0; et, 
si les intégrales de ces n équations sont : 

Fi(a:,t/,C)=0, 



F„(^,.y,C) = 0, 
rintégrale de Téqualion proposée est 

F,(x, y, C). F,(x, y, C) . . F„(x, y, C) = 0. 

Deuxième cas. 

Si l'équation est homogène par rapport k x eiy, on pose 

du 
y = tx et -- = », ce qui la réduit à la forme 
dx 

f(P.t) = 0; (1) 
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et comme d'ailleurs la différentielle de l'équation y = tx, 
après qu'on y a remplacé dy par j?rfx, donne : 

dx dl 
X p — t 

on arrive souvent à l'intégrale cherchée, comme suit : 

1<> Si, de l'équation (1), on tire t en fonction de p, la 
substitution dans l'équation (2) donne, par intégration, une 
expression de x en p, et, par suite, l'équation y ^=tx en 
fournit une autre de y en p. 

L'élimination de j? entre ces deux expressions de x et de y, 
fournit l'intégrale demandée. 

2® Si, de l'équation (1), on tire p en fonction de t, on 
obtient de la même manière deux expressions de x et àe y 
en ty et l'élimination de t entre ces deux expressions, donne 
l'intégrale. 

De ces deux moyens on devra évidemment employer le 
plus simple. 

Troisième cas. 

Si l'équation peut être résolue par rapport à t/ ou a;, on 
l'obtient sous l'une ou l'autre des formes : 

y = f{^^V) ou x = f(y,p); 

« 

et la différentiation conduit à une équation différentielle 
du premier ordre par rapport aux variables x^ p ou y, p. 

En admettant que cette équation puisse s'intégrer, il 
. suffit d'éliminer p entre l'intégrale obtenue et l'équation 
proposée, pour obtenir l'intégrale cherchée. 

Pour aider à ce qui suit, rappelons ici deux de ces équa- 
tions, troisième cas, traitées dans les cours. 

Si l'on différentie la première, laquelle est 

y = x?(p)4-^(p), 
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et que, dans le résultat, on remplace dy parpâx^ on obtient 
réquation linéaire 

Xf'{p) ^'(p) 
dx dp = ; — dp, 

P — f(P) P — f{p) 

Si l'on fait de même pour la seconde 

y = px + ^(p) n, 

on trouve : 

[x + f(p)]rfp = 0, 

équation à laquelle on peut satisfaire : 

1<» En posant dp = 0, d'où p = C. 
Donc il suffira de remplacer p par C dans Téquation 
y = px-\-(f{p) pour en obtenir l'intégrale générale : 

2« En posant x + ^'(p) = 0, d'où p = f[x), une fonction 
déterminée de x. 

Dans ce cas, l'élimination dep entre les équations p = f(x) 
et j/ = p^ + ^ (p), donne 

y = xf{x) + ^[f(x)], 

c'est-à-dire une solution singulière; car on sait que l'on 
appelle ainsi toute intégrale d'une équation différentielle 
qui satisfait à celle-ci, mais qui ne peut se déduire de 
l'intégrale générale, quelque valeur constante particulière 
que Ton attribue à C. 

Fermons ces notions préliminaires en rappelant comment 
on obtient, en général, les solutions singulières des équa- 
tions différentielles du premier ordre, à deux variables. 

(*) Cette équation est dite forme Clairaut du nom du mathématicien 
qui, le premier, a intégré par diflférentiation. 

M. Paul Mansion, Bulletins de V Académie royale de Belgique (1877), 
a prouvé que toute équation différentielle du premier ordre peut se 
ramener à une équation de Clairaut. 
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Deux moyens : 

Ou bien : Dériver l'équation différentielle proposée par 
rapport à p, puis éliminer p entre l'équation résultante et 
la proposée. 

Ou bien : Dériver par rapport à C l'intégrale générale de 
l'équation différentielle, puis éliminer C entre l'équation 
ainsi obtenue et l'intégrale générale. 

Que l'on emploie le premier procédé ou le second, le 
résultat de l'élimination finale ne sera solution singulière 
que s'il satisfait à l'équation différentielle donnée, et s'il ne 
peut se tirer de l'intégrale générale en prêtant à C, telle ou 
telle valeur numérique particulière. 

11 faudra toujours s'assurer qu'il en est ainsi. 

Exemple. 

Chercher l'intégrale de l'équation différentielle 

On voit, tout de suite, que l'équation est intégrable par 
chacun des trois procédés rappelés plus haut. 

dy 
1* Résolue par rapport à -^, elle donne : 

ax 



dy — X db l/x- + y 
dx y 

et par conséquent peut s'écrire : 



(dy x_-V^±/\ (dy or + \/x« + y' \ _ . 

[l^+ y Mrfi+ ; 1-^' 

d'où résultent les équations différentielles : 



du X — \/x* + V* ydy4-xdx 

-r A J_L==o, ou ^ ^ =dx: 

d^ y l/x* + y* 
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dy , JT+y/x^ + x^ ydy + xdx 

- — == U , ou — _ = — dx. 

dx y v/x^ + y* 

Les intégrales sont : 

V/x^ + y« = a- + C 
et 

l/x* + y» = _ X + C. 

L'intégrale complète de l'équation proposée est donc 

(l/x* + y« — a: — C) (l/x« -(- y -{- X — C) = . 

ou 

y' = C(C zfc 2x). 

2*» Puisque l'équation proposée est homogène en a:, y, 
posons -r- =/) et y = ix; elle devient 

(XX 

pV + 2p— «=»0, d'où < = 



1 — p^ 
et, par suite, 

l+p' . p(p* + i) 

Substituant ces expressions de dt et de p — ^ , dans 

l'équation 

f/x dl 

— = (voir le deuxième cas), 

X p — t 

on obtient : 

dx ^dp 



X p(i — p*) 

et, par intégration, 

x = 

P 
Donc 

2C 

M = ^X = • 

P 
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Entre ces deux expressions de x et de y, éliminant jp, on 
trouve pour intégrale de l'équation donnée : 

Si Ton remplace C par - , 

comme précédemment. 

3° L'équation proposée, résolue par rapport à y, donne : 

2pj: 



// = 



1 — p' 



Si l'on difFérentie et que l'on remplace dy par pdXy on 
trouve : 

dx ^dp 

a: ~ p(i ^p^y 
et, par intégration, 

x = 

P 
Par suite 

2px __ 2p C(i— p*)_2C 

1 — p* 1 — p* p' p 

Mêmes expressions de a: et de y que dans le 2® et, par 
élimination dep entre elles deux, même intégrale cherchée : 

t/'«4C(x + C). 

Le calcul eût été plus simple encore, si l'on avait tiré de 
l'équation la valeur de x, 

X = 

2p 
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du 
Après dîfFérentiation et remplacement de dx par -^ , on 

P 



eût trouvé : 



et, par intégration, 



D'où 



y P 



C 

y = - • 
P 






V 



L'élimination de p entre ces deux valeurs de x et de y, 

donne 

2/* = C(C4-2x). 



Cherchons s'il existe une solution singulière. 

Premier moyen. — Si l'on dérive par rapport à p l'équa- 
tion différentielle proposée 

;>*y + 2px— t/ = 0, 

on trouve : 

p^4-x = 0, 

et l'élimination dep entre ces deux équations fournit : 

a;^-[-^« = 0. 

Deuxième moyen. — Si l'on dérive par rapport à C l'inté- 
grale générale 

on obtient : 

x-}-2C = 0; 

et si l'on élimine C entre ces équations, on trouve encore 

x« + y* = 0. 
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Ce résultat x*-\-y* = est solution singulière : car il 
satisfait à l'équation différentielle proposée, il est facile de 
le vérifier, et il ne peut être tiré de Tintégrale générale, 
quelque valeur constante particulière que l'on attribue à C. 



Intégrale complète : 

(y« — 0* = 36aV. 

\dxl xy dx 

Intégrale : 

(y-Cx)(y'-x'-C) = 0. 

Intégrale : 

(y — ^)' = (^^^ ^^^% ^)*' 

L'équation peut s'écrire : 

('+'''-(i)'(i+')-(ê+')-». 

1 

(g+-)[«+-'i+'][<'+'-'ë-<]=»- 

Par suite, on trouve facilement pour l'intégrale complète : 

(y - C + 1') [(y -^f- (»«•« ««"S *)*J = <>• 
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'- (I) -(«+t+c)(|) V(«6+6c+c«)^-«6c = 0. 

À l'inspection des coefficients de Téquation dont 3^ est 

dx 

rinconnue, on voit que les racines sont a, b et c. 
Donc l'équation peut s'écrire : 

dy 
,dx 



-")(S-')(I-)-- 



Intégrale : 

{y-^ax — C) (y — 6x — C) (y — ex — C) = 0. 

L'équation peut s'écrire 

^~ I \dx~^)\dx~^)~ 
Intégrale : 



,.V'+(ir=<'+.i)- 

Intégrale : 

3t/* + ^x' -= (C =b x)\ 



8.(x'-2,')(^y-4xyg-x' = 0. 

Intégrale générale : 

t/« - 2Ci/ + x' = C. 

Solution singulière : 

2t/« -I- x' = 0. 
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9. y = ^px — p*, équation de la forme y «= ^f (p)+ ^{p), 

La différentiation, puis la substitution de pdx à y dans le 
résultat, fournissent une équation linéaire dont l'intégrale est 

2p C 

D p* 

Resterait à éliminer p entre cette expression de x et 
l'équation proposée, pour obtenir l'intégrale demandée. 

10. y = p*x + p'- 

On peut traiter celte équation comme celle de l'exercice 
précédent, ou, plus facilement, la résoudre d'abord par 
rapport à p. 

Intégrale : 



11. y = ^px + Vi+p\ 

Par différentiation, on trouve : 

et, par élimination de p entre les équations précédentes, 
l'intégrale cherchée. 

12. y = px +p (1 — p), équation forme Clairaut. 
Intégrale générale : 

y = Cx + C (i — C). 

Solution singulière : 

Ay^(i+ x)\ 

13. y = px + a(i— p'f. 
Intégrale générale : 

y =^ Cx + a (1 — C»)l 
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Solution singulière : 

s s s 

y* — x* = a*. 

Cette équation peut prendre la forme Clairaut : car si l'on 
multiplie les deux membres par iy et que Ton fasse y'^= u, 

dy du 
d*où 2î/ ^ = — , on trouve 
^ dx dx 



ou bien 



fduV , ,, du 

du Va (duV bdul 
^"^dx'^\l\dil ~2dx\' 



L'intégrale générale est donc 

a b 
M=Cx+-C* C, 

1 

Solution singulière : 

4a^* + (2x — b)* = 0. 

L'équation peut s'écrire 

D'où, en extrayant la racine carrée des deux membres et 



dy 
remplaçant — - par p, 
dx 



y = px-]r V\ —p\ 
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Intégrale générale : 



y = Cx + V/i — C». 
Solution singulière : 

C'est en travaillant l'équation proposée que Taylor, le 
premier, a constaté l'existence des solutions singulières. 

16. La distance d'un point donné à chacune des tangentes 
d'une courbe, est de longueur constante. Quelle est cette 
courbe? 

Si, par le point donné, on mène deux axes rectangu- 
laires, l'énoncé fournit l'équation : 



^-^rfi 



— =a 



\/'+(ir 

ou, en faisant -r- = P. 

dx 

y = px + a[/i -f-p% 

équation forme Clairaut dont l'intégrale générale est 

y = Cx + aï/l+C% 

et la solution singulière, la véritable solution, 

x' + î^ = a«, 

équation d'un cercle de rayon a. 

L'intégrale générale représente toutes les droites tangentes 
à ce cercle, et la solution singulière est la courbe enveloppe 
de ces droites. 

17. Une courbe, rapportée à des axes rectangulaires, est 
telle qu'en chacun de ses points, la normale est de même 
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longueur que celle de la droite menée du point à l'origine. 
Quelle est cette courbe? 
La question conduit à Téquation 



'NMf-'^'" 



•+y'. 



Si l'on élève les deux membres au carré, on trouve 



\dx) i/ 



équation dont Tintégraie est 

(y'-x»-C)(y' + x'-C) = 0. 

On satisfait à ce résultat : soit en posant y* — x* — C=0, 
ce qui donne pour la courbe cherchée une hyperbole équi- 
latère; soit en posant j/* -f- x* — C *= 0, ce qui donne un 
cercle. 

18. Trouver une courbe telle que la partie de chacune 
de ses tangentes comprise entre deux droites rectangulaires, 
soit d'une longueur constante a. 

Si l'on prend les droites rectangulaires comme axes des 
coordonnées, l'énoncé fournit l'équation, forme Clairaut : 

ap 
y=^px + 



v/r+y 

L'intégrale générale est donc : 

aC 

t/ = Cx + 



Pour solution singulière, on trouve : 

s 2 t 

x» + y» = 0% 

a 
équation d'une cycloïde engendrée par un cercle de rayon - 

roulant dans l'intérieur d'un cercle de rayon a (fig. 6). 
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19. On donne deux droites parallèles D et D' ; un point A 
sur la première, un point A' sur la seconde. Chercher une 
courbe telle que, pour une quelconque de ses tangentes 
rencontrant D et D' aux points B et B', le produit des 
segments AB et A'B' soit quantité constante b*. 

Soit ia la droite qui joint les points A et A' ; prenons le 
milieu de cette droite comme origine, la droite elle-même 
pour axe des a; et une droite parallèle à D et à D' pour axe 
des y, 

La traduction de l'énoncé en équation est 

le signe -\- du second membre se rapportant au cas où les 
deux segments sont d'un même côté de l'axe des x et le 
signe — au cas où ils sont de côtés différents. 
L'équation précédente donne, forme Clairaut, 

y = px + \/^iy±T\ 

L'intégrale générale est, par conséquent. 



t/ r= Cx + \/a'C* db b\ 



La solution singulière est 

La courbe cherchée est donc une ellipse ou une hyperbole. 

20. Une courbe rapportée à des axes rectangulaires est 
telle qu'en chacun de ses points, la longueur de la normale 
et la distance du pied de celle-ci à l'origine, sont dans un 
rapport constant a. Quelle est cette courbe? 

L'énoncé fournit l'équation : 



dy 



a. 



13 
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D'où l'on tire, après avoir élevé les deux membres au carré. 

Si Ton résout cette équation de nouvelle forme, par 
rapport a y -7- comme mconnue, on trouve 



dy — g'x dtz \/(a* — 1) y* -f a«j« 
D'^*^' dy 



«±^ 



et, par intégration, 

V/(a» — i ) y» + aV = C db X, 
ou bien 

(o» — i) (!/• + ««) — C* ifc 2Cx, 

équation d'une suite de cercles. 

C 
Pour a = 1, on trouve x = db - , équation d'une droite 

z 

quelconque parallèle à l'axe des y. 



CHAPITRE XIII. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES D'UN ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

Section I. — Équations sans second membre. 

La forme générale de ces équations est 
d"v d""*t/ d""*t/ dy 

A„_i, A„_8, ... A|, Ao étant des coefficients constants. 
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Si, dans les équations de cette forme, on fait y = m^', 
u représentant une fonction indéterminée de a; et a une 
quantité constante, on trouve : 

transfonoée dans laquelle f (a) représente le polynôme : 
a" + A,_|0"^* + A,_,a"-' -\ f- Aitt 4- Ao. 

Notons avec soin que pour obtenir ce polynôme, il suffit 

de remplacer dans l'équation (1) : —2- par a", -; — -. par 

a""*, etc., et y par a® ou 1. 

Cela posé, si Ton égale à le polynôme, ce qui produit 
Yéquation auxiliaire 

a- + A,_.a-* + A,_,a-' H f- Aia + Ao = 0, (2) 

il y a quatre cas particuliers à considérer. 

Premier cas. 

Si les racines de l'équation (2) sont réelles et inégales, en 
les représentant par «i, Oa, Os ... a«, l'intégrale générale de 
l'équation (1) sera 

Cl, Ca, Cj, ... C» représentant les n constantes arbitraires. 

Deuxième cas. 

Si les racines sont imaginaires et inégales, et qu'on les 
représente par 
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Fintëgrale générale de Téquation (1) est 
y = ef^i' (C, cos 0. j + C, sin p.x) + e"»* (C, cos p,» + C* sin p,x) + etc 

P^ola, — Pour chaque couple de racines imaginaires, 
l'intégrale contient donc une expression de la forme : 

c«* (C cos^' -f C sin px). 

On peut simplifier cette expression de plusieurs manières : 
si Ton y pose, par exemple, 

C «T A cos A et C c=s — A sin A, 

elle devient 

Ac«' cos (px + A). 

Dans tout ce chapitre, nous avons trouvé bon de conserver 
la forme première et de laisser aux élèves de simplifier 
suivant la manière adoptée dans le cours. 

Troisième cas. 

Si les n racines sont réelles et égales, en les représen- 
tant toutes par a,, Tintégrale générale cherchée est 

t/ = (C, + C,x + C,a« H h C„x"-') c°^'. 

Quatrième cas. 

Si les racines sont imaginaires et égales, en représentant 
chaque couple de ces racines par 



«i + ?iV/— 1, 

l'intégrale générale sera pour deux couples : 

y = c«i' [(Q + Cx) cos p,x + (C5 4- Qx) sin p,x] ; 

pour trois couples : 

y = e««' [(C, + Cgx + C,x»} cos p,x ^- (C* + r.,x + Qa») sin p^x] ; 

et ainsi de suite. 
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Cas générai. 

Si les racines de l'équation auxiliaire sont de différentes 
sortes, l'intégrale générale de l'équation (1) se composera 
de la somme des résultats que Ton trouve en appliquant à 
chaque sorte de racines le cas particulier convenable. 



Si le second membre de l'équation (1), au lieu d'être nul, 
était une quantité constante, on opérerait d'abord comme 
si le second membre était 0, puis, au résultat, on ajouterait 
le quotient de la quantité constante divisée par le coefficient 
dey. 

Exemple* 

d**/ «i*v d*v '^'v rf*(/ (iy 

— —il — i4-49 — —115 — — 154 — — 114— +36v=0. 

rfa» dx'^ dx' dx^ dx' dx^ ^ 

L'équation auxiliaire est 

a« — I !a» + 49o* — Il5a» + 154a« — 1 14a + 36 == 0. 

Elle a : 

Deux racines réelles et inégales, 1 et 2. 
Id. id. et égales, 3 et 3. 

Id, imaginaires l + 1/— 1 et 1 — 1/ — 1. 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc : 
y = Clé* -f- Cje" + (C5 + C4X) e»' + e«(C8 cos x + C, sin x) , 

ou bien 

y » c'f Ci + C,c' + (C3 + Qx) é^ + Cj cos X + Ce sin x]. 
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dx^ dx ^ 

Intégrale : « _« 

d*y dy 

dx* c/x ' '^ 

Intégrale : 

1 



m + w 



rf'v cPy dy 
^' d?~d^*~di^^^^' 

Intégrale : 

y « C,e-" + (C, + C,x) e\ 

4. -~ — (3m» — n') -p + 2m (m' + n*) y = 0. 

i»X uX 

Intégrale : 

y = e""(C4 cos nx + Cj sin wx) + Cae"***. 

5. -4— i«»y = 0. 
dx* ^ 

Intégrale : 
y = Cie**'"' + Cîe-'*""* + Cj cos x l/m + Q sin x l/m. 

^ d*y d^y d^y dy 

6. -4— 12V1 + 62--4— -ise-^ + ieoy^o. 

f/x* rfx'^ dx* rfx^ ^ 

Intégrale : 

y = e»'[(Cj + Cjx) cos 2x + (Cj + C^x) sin 2x] 
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dx' dx* dx^ dx* dx ^ 

Intégrale : 
y =B (C| -j- CjOF + C^x') e"** + C4 cos mx + Q sin mx. 

dx' dx» dx* dx' dx» dx ^ 

Intégrale : 

y=(Ci+C^)cosx+(C5+C4x)sinx+(C8+Cex)e-+C7e'"— 2m. 



Section II. — Équations avec secondfnembre, 
La forme générale de ces équations est 

d? + ^--*d^* + ^--^d^» + ---+^'di + ^"y = ^' 

A,_i, A,.i ... Al, Ao étant des coefficients constants et X une 
fonction de x. 

Rappelons les deux méthodes principales traitées dans 
les cours, pour obtenir l'intégrale générale de ces sortes 
d'équations. 

1® Méthode de la variation des constantes arbitraires ou 
méthode Lagrange. 
Si l'équation est de deuxième ordre, ou de la forme 

et que l'on représente par t/j et t/j les intégrales particulières 
de l'équation sans second membre, l'intégrale générale de 
l'équation pourvue de son second membre est 
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mais à la condition de considérer Ci et C, comme des fonc- 
tions de X qu'il faut déterminer par le système d'équations r 

dx dx dx dx 

Si l'équation est de troisième ordre, c'est-à-dire de la 
forme 

d^ti d*u du . 

et que l'on désigne par t/i, 2/«> J/s l^s intégrales particulières 
de l'équation prise sans second membre, l'intégrale générale 
cherchée sera 

à la condition de considérer Ci, C, et C, comme des fonc- 
tions de X qui doivent être déterminées par le système 
d'équations : 

rfC, rfC, rfC, 

rf^^'+^'^*+;?7y'===^' 

dx dx dx dx dx dx 

d^d^ tiQ^d% d£^d^^^ 
dx dx"* dx dx* dx dx* 

et ainsi de suite. 

S® Méthode des coefficients indéterminés. 

La théorie prouve que pour obtenir l'intégrale générale 
de l'équation avec second membre, il suffit d'ajouter une 
intégrale particulière de cette équation à l'intégrale générale 
de l'équation sans second membre. 

Or, la méthode des coefficients indéterminés permet 
d'obtenir une intégrale particulière de l'équation avec 
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second membre, quand celui-ci est une fonction entière 

de X 

Ax- + Bx—* -j 1- Lx + M. 

Dans ce cas, si Ton représente par Y l'intégrale particu- 
lière cherchée, et par a. S, ... X, u, des coefficients indé- 
terminés, on pose : 

puis, substituant Y et ses n premières dérivées dans l'équa- 
tion proposée, on obtient, en identifiant les deux membres 
de l'équation résultante, les valeurs de a, ^, etc., valeurs 
qui, substituées à leur tour dans l'expression de Y, four- 
nissent l'intégrale particulière. 

On peut encore obtenir une intégrale particulière de 
l'équation avec second membre, quand celui-ci est de l'une 

des formes : 

Asinmx, Acosmx; 

et 

Ae-'. 

On pose alors respectivement : 

Y = a sin mx -f- p cos mx , 
et 

Y = ae*"' ; 

puis l'on détermine a et p, comme plus haut* 



Exemple* 

Soit l'équation 

Intégrons-la d'abord par la méthode de la variation des 
constantes. 
L'intégrale générale de l'équation sans second membre est 



y = de' + C,e-' + Cje 



Sx. 
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et cette même équation sera l'intégrale générale de la pro- 
posée, à la condition d'y considérer Ci, C^ et Cs comme 
des fonctions de x qu'il faut déterminer par le système 
d'équations : 

rfCj . rfCj . dCj - 

1 g» J 1 g-» J : (»^ s-ai) 

dx dx dx 

dCà rfCa . _ dCs . 

dx dx dx 

rfCi , e/C, . , e/Cj , 

-r-^ e* + --^ e-' -h 4 — ^ e«' = x\ 
dx dx dx 



De ces équations, l'on tire 

de, 1 

dx 2 



= x'e"'. 



Cl = — - / xh-'4x , 



-^ = - x'f", D'où C, ^ - / X V dx , 

dx 6 Cy 

dC, 1 



=î/" 



-xV*'. C, =:^ / x'e-*'dx. 

dx 3 

Puis, l'intégration par parties donne : 

C, = Al + - 6-' (x' -I- dx' + 6x + 6), 

1 

C«= A, + - e'(x'— 3x» + 6x — 6), 

1 /x' 3x* . 3x 5\ 

Ai, A, et As étant les constantes qui généralisent les inté- 
grales. 
Substituant les expressions de Ci , C^ et C, dans l'équation 

y = Cie« + C,e-« + Cje", 

on trouve pour l'intégrale générale cherchée : 

X* 3x* 15x 15 

y = Aie'+A.c-' + A3e'' + - + — + — + --. 



J 
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Intégrons, en second lieu, l'équation proposée par la 
méthode des coefficients indéterminés. Puisque le second 
membre est of^ posons : 

Y = ax» + px* + rx + (r. 

D'où 

cTY 
c/»Y 

e= 6a. 

Substituant les valeurs de Y et de ses dérivées dans 
l'équation proposée, on trouve : 

6« — 12«x — 4p — 3ax' — 2px — r + 2«x* + 2px' 

+ 2ra: + 2(î = x'. 

Pour que les deux membres de cette équation soient 
identiques, il faut que 

2a=^i, 

— 3a + 2p = 0, 

— 12a— 2p + 2r = 0, 
6a — 4p — r-|-2^=0. 

D'où 

1 3 i5 15 

« = -, (3=., ^ = _ et ^«-. 

L'intégrale particulière est donc 

X» 3x« 13x 15 

""2"'"T"' r"'"¥' 

et l'intégrale générale : 

^ . ^ . x' 3x* 15x 15 

y = C.e' + C,e- + C,e«« + - + — + — + -. 

On le voit; l'intégration par coefficients indéterminés est 
plus rapide que l'intégration par la variation des constantes. 



1 
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Intégrale générale : 

2. -^ 4- t/ =a séc X. 

Intégrale générale : 

y aa Cl cos X 4- Ca sin X + X sin x -}- cos x log (cos x). 

3. :^ 9$^+20y-e-. 
rfx* ax 

Intégrale générale : 

Intégrale générale : 

y _ Ce- + Ce-- + e-y ^^ • 

dx* dx 

Intégrale générale : 

n* 
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Intégrale générale : 

y = Cl cos a* + C, sin x -f- Cje"* + ^'• 

Pour avoir une solution singulière, poser 

Y = a sin x -}- p cos x. 

Intégrale générale : 

sin X cos X 
y = Ce' + Ce-*' + V'+ ^g- +-35- • 

8. ??l_6?,+ HÎ^-6, '^^^^ 



i 



rfx' dx* • dx (1 + x)' 

Intégrale générale : 

9. -7—, — 2 --— + V = cos iwx. 
dx* dx* ' ^ 

Pour obtenir une intégrale particulière, poser 

Y = a cos mx. 

Intégrale générale : 

« V cos mx 

y = (C, + C,x-) e' + (C5 + C,t) e"' + 



(m^+\f 



10. ^-!^,— w**t/ = x^4-1. 
dx* ^ ' 

Intégrale générale : 

M = C,e"" + Cje^"" + C3 cos mx + C4 sin mx — -— 

m* 
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Intégrale générale : 

Ac** 

yc=(C,+C,x)co8a;+(C5+C4x)8mx+C,e'-j 



(m»+I)«{m— f) 



rf*t/ d*v d^v 

Intégrale générale : 

A sin Wi3c 
y_(C,+C,x+C8x')cosx+(C4+C,x+C6X«)sinx 



(m*->l)» 



CHAPITRE XIV. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES d'uN ORDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS VARIABLES. 



La forme générale de ces équations est 

X„.i, X,., ... Xi, Xo et X représentant des fonctions de x. 

Point de méthode générale pour intégrer ces sortes 
d'équations . 

Intégrables, quand elles ont la forme particulière 

_!_... ^_ A, (a + 6x)^+A,y = X, 

ax 

An-i 9 An-8 , ..• Al, Ao , ainsi que a et 6, étant des constantes. 
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Dans ce cas, pour obtenir l'intégrale générale de telle 
d'entre elles, on pose d'abord 

a -|- 6a; «=» e', 

ce qui produit une équation transformée en j^ et ^ linéaire, 
de même ordre, mais à coefficients constants; puis, dans 
l'intégrale de celle-ci, on remplace t par sa valeur en x 
(Legendre, Mémoires de l'Académie, i787). 

Mais, en général, l'inspection attentive des équations dont 
il s'agit et l'habitude de l'analyse, peuvent seules fournir 
des procédés particuliers d'intégration, procédés dont le 
plus fréquemment employé est le changement de variable 
indépendante. 

Exemple !• 

Soit l'équation de la forme particulière précitée : 

^d^y .à*y ^ ^ dy ^ a*-f-1 
rfx» dx*^ dx ^ X 

Si l'on faitir«=e*, le changement de variable indépen- 
dante donne (opérer comme dans l'exemple II, chapitre Vil, 
Exercices méthodiques de calcul différentiel), 

équation dont l'intégrale générale est 

y = Ce" + (C, + C,l) e' + 1 1" - 1 r'. 

Remplaçant { par sa valeur en x, on obtient : 
y = C.x'4-(C.+ C.logi)x + ijc»-;i- 
pour l'intégrale générale de l'équation proposée. 
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Exemple il. 

De ce que 

l'équation peut s'écrire 

—^+m'[xy) = 0. 

D'où, par intégration, 

xy = Cl cos iw'x + C, sin wî'x, 

et, par suite, 

1 
.y — - (Ci cos m'a: + Cj sin m'x). 



Rxcmple III. 

d^u 
Soita;*-. — m«t/ = 0. 

Si Ton pose 1 

a: = -» 

l'équation devient : 

d'y 2 rff/ 

et si l'on intègre cette transformée par le procédé de 

1 

l'exemple II, puis que, dans le résultat, on remplace t par -, 

X 

on obtient pour intégrale de l'équation proposée : 



y=x\C,e'-\-C^e «]. 
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KgD9ireicm»m 



Intégrale générale : 

y = C.*' + C^» + i (log X)' +^ log x-\-~ 

2. (a+x)'g_5(a + x)^ + % = (a + ^)-. 

Intégrale : 

y = [C, + C, log (a + X)] (a + x)' +^^±^. 

(m — - 2)* 

L'équation peut s'écrire : 

-ê) 



et donne pour intégrale : 



---(!)- 







D'où, le résultat cherché : 

y =x (Cie"" + Ca^"»'). 

L'équation peut s'écrire : 

14 
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Intégrale : 

X 

Intégrale : 

y =s CiX* + C, C08 (log x) + C5 sin (log x) 



X* 



6. (i+x)'g + 9(1+x)'g+i8(l+x)|+6y 

«= log (1 + a;). 
Intégrale : 

^ Cl C« C3 log(l+x) il 



d'y d'y 
7. x-^ + 3— ^ — xv = 0. 



L'équation peut s'écrire : 
Intégrale : 



— a:t/ = 0. 



y = - rc,c' + c"* fecos^l/3 4- Cjsin |l/5jl 

8. .'^ + , = 0. 

Intégrale : 

/ ^ i\ 

y =a X Cl cos — f- Ca sin - • 

\ X xl 
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dx dx 

Poser d'abord 1 

t 

Intégrale : 

, / m ^ . wi\ 

y = x' (Cicos — |-G, sin — !• 

\ oc xJ 

10. x*-t4 + 2x»-^, — 2x'--4 + 4a; — — 4w«x". 
dx* dx' (/j?* dx ^ 

Intégrale : 

y = C,X + ^ + {C, + C,\0^x)x*+ ^" 



c/x' ^ dx^ ^ 

Rappelons que toute équation linéaire, de l'ordre n et 
sans second membre, devient de l'ordre n — 1, si l'on y 
fait y = 6^"*". 

Ainsi l'équation proposée devient : 

du 

- + (u + x)« = 0; 

et si l'on pose de nouveau, 

l'équation transformée est 

dz 

Intégrale : 
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D'où 

i _[_ ««(Cl-.) 

et 
Les intégrations du second membre effectuées, on trouve : 



/• 



x' 



ttdx = a; 4- log [I — e»«=t-')] f- C,. 






12. -74— 8x-^ + 16x'y = 0. 
ax' dx 

En procédant comme dans l'exercice précédent, on' 
obtient : 

« aee g îo« ««• «(Cl-«) + *««+C,^ 



CHAPITRE XV. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES D'uN ORDRE SUPÉRIEUR 

AU PREMIER. 

Ces sortes d'équations ne sont intégrables que dans des 
cas très particuliers. Parmi ceux-ci, nous rappellerons 
seulement ceux qui présentent le plus grand nombre 
d'applications. 

1® Intégration des équations de la forme 
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Si l'on résout par rapport à -— , on trouve 

dru 
± ==x 

X représentant une fonction àe x. 
Ce résultat peut s'écrire : 



d. 



dx"-^ 

= X. 



dx 
D'où, 

O. '-r = Xdx, 

et, par intégration, 

Ainsi on abaissera successivement d'une unité l'ordre de 
la dérivée, jusqu'à ce que l'on obtienne l'expression de y. 

Exomplc. 

Soit l'équation 






On en tire : 

d'y 



.x = ^^' 



Et, successivement : 



d^y x' 

"T^ = ^ "^ "4" ^1* 

dx* 3 

dy X* 

/=db — + C.X + C, 
t/x 3.4 



x' . _ X* 



^=^o:5+''ï+^+''- 
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^ Intégration des équations de la forme 






c'est-à-dire ne renfermant que deux dérivées consécutives 
d'ordre quelconque. 
On pose rf"'*y 

d^-p .■••••• 0) 

et Ton a 

^[''Ë=' (^) 

équation du premier ordre en p et a? qui, conjointement 
avec l'équation (1), donne l'intégrale cherchée. 



Exemple. 

Trouver la courbe dont le rayon de courbure est une 
quantité constante a. 
La traduction analytique de l'énoncé est 



h(S)T 



a. 



Posant 



on obtient 






-jr — =« (a) 

dx 



De l'équation (2), l'on tire : 

adp 



dx 



(< + pi ' 



i 

/ 
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et, par intégration, 

x= /^ +C. (3) 

l/i+p' 

d'où facilement 

X — Cl 

Substituant cette valeur de p dans (1), on trouve 

(x — Ci)dx 



et, par suite, 

y = ^V/a*-(x-C.)' + C„ 
oiu 

équation d'un cercle de rayon a et dont les coordonnées du 
centre sont Ci et Cs« 

On aurait obtenu le même résultat en portant l'expres- 
sion de dx dans l'équation (1), ce qui «ût donné 

pdp 
dy=^a 



(1 + ff 



et par conséquent, 



y = . + G» (4) 

On n'aurait plus eu qu'à éliminer p entre les équations 

(3) et (4). 

3» Intégration des équations du second ordre, de la forme 
On pose 

%-' <" 
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ce qui donne 

^(x.p,g)=.0, ..... (2) 

équation du premier ordre en p eix qui, conjointement 
avec l'équation (1), fournit Tintégrale cherchée. 

Exemple. 

Soit l'équation 

En posant 

i = P (*) 

on trouve : 

ou bien, 



^^ . ^ ........ (i) 



dp dx 
— L. 1 ==0- 



et, par intégration, 



= Ci, d'où p = 



i — px 1 4- CiX 

Substituant cette valeur de p dans l'équation (1), on trouve : 

et, en intégrant, 

Cîy = (i + Cî) log (i + C,x) - C,x + C. 

4® Intégration des équations du second ordre de la forme 



^(-S)-- 
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De telle équation, l'on tire : 



.-^Y, 



Y représentant une fonction de y. 
Multipliant les deux membres par idy^ il vient : 

et, par intégration, 



(SF='V^^''^+^- 



D'où 



tlx = 



et, en intégrant de nouveau, 

dy 



J V^2 



/YdyH-C, 



Esemplo. 

Soit l'équation ' ^ 



La multiplication des deux membres par My donne 

et, en intégrant, 
d'où 
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OU, en faisant y b» z^, 

dx =^ — : 

et, par nouvelle intégration, 

x = ^(z-2G,)l/^Tc^+C,. 
5 

Remplaçant z par j/s on obtient, pDur intégrale cherchée, 
^^W'- 2C0 i^yi + C, + G,. 

5 

S^ Intégration des équations du second ordre, de la 
forme 



On pose 



D'où, 



S=p ^*> 






La substitution fournit 



/'(y. P,p|) = o, (3) 

équation entre p et y qui, conjointement avec l'équation (1), 
donne l'intégrale cherchée. 



Exemple. 

Trouver la courbe dont le rayon de courbure est propor- 
tionnel à la normale. 
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L'équation différentielle de la courbe est 

8 



h (1)1 






-"^V^'- 



ou, en simplifiant, 

dy d*t/ dp 

Après avoir remplacé — par p et — par p -j- , on trouve : 

pdp i dy 



i+p* m y 

et, par intégration, 

2 2 

log (i + p«) = -- log .y — - log C,. 

D'où i 



et 






-n/(#-'- 



Par suite, l'équation t- =p donne : 

c{x«= ^ 




i 






équation différentielle dont l'intégration est possible dans 
les cas suivants : 



1» Sim = l, 

dy 



dx 



\/(U-'' 
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et, après intégration, 

x=C. + C.Iog[l + V'(|;)'-i] 

D'où ;;:£, 

et, par suite, 

y = -^(«" +e ^' ), 

équation d'une chaînette. 
2* Si m = 2, 



et x = 2l/cil/y — C, + C,. 

ou (x-C,)» = 4C,{y-C,), 

équation d'une parabole. 

3oSîm= — 1, 

dy ydy 



dx = 



V© 



l/CÎ — y* 



et x = — l/CÎ — y' + C„ 

ou 2/' + (-^-C,r=CÎ, 

équation d'un cercle. 

40 Si m = — 2, 



N/©-- 



; v^cJF^' 



équation diflFérentieile d'une cycloïde dont le cercle géné- 
rateur est de rayon -^ • 

2 
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60 Intégration des équations du second ordre, homogènes 

On abaisse d'une unité l'ordre d'une telle équation : 
Soit en posant, 

(u étant une nouvelle variable dépendante), 
d'où 

ax 



(I + »•) '"■' 



et 

soit en faisant, 

dy rf'y 

[u et V étant de nouvelles variables), 
d'où 



du 
dx 



= V — u*. 



Exemple. 

Soit l'équation 

dy 

^ (ia:* Uxi 4 + a; ' 

1° Si l'on remplace y,j- et -~ par g/""', etc,, l'équation 
devient : 

1 4-x' 
et, après simplification, 

du u 

dx 1 -j- ^ 
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d'où 

du dx 



Intégrant, on trouve : 

Iogti«Jog(l +a:)-}-logC, 
ou 

ti = C,(i+x). 

De là résulte : 

wda; = Ci(i -\'X)dx^ 

y^dx = G, (x + 1) + C,. 
L'intégrale cherchée est donc 

2® Si l'on pose, par le second procédé, 

du d^y 

-^uy et -=«y, 

réquation devient : 

9 4 4 %/ 

vy' — uy = 7-— » 

et, en simplifiant, 

u 



V — u* 



\ +x 

Or, 

c/ti 



V — m' = 



r/x 

Donc 

du u 



dx i + X 

D'où 

ti = Cl (1 + x). 
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La substitution de cette expression de u dans Téquafion 



J- = wî/, donne : 



y 



et, par intégration, le même résultat que par le premier 
procédé. 

7® Intégration des équations du second ordre, homogènes 
en X, y, dte, dy et d^y. 
On démontre dans les cours que si Fon pose : 

2/ = wjc, (1) 

dij = pdx, (2) 

^' dhj = ^dx\ (3) 

X et dx disparaissent de telle équation, laquelle prend la 
forme : 

d'où 

D'autre part, les équations (1) et (2) fournissent : 

dx du 

— = — » w 

X p — M 

et les équations (2) et (3) : 

dx dp 

- = i (S 

X q 

D'où 

du dp 

= — (6) 

p — u f(u, p) 

équation du premier ordre entre p et u qui, conjointement 
avec les équations (1), (2) et (4), fournit l'intégrale cherchée. 
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Bzeniple I. 

Soit l'équation 



'i'Zm-'-- 



Multipliant les deux membres par dx*y on a : 

x*{yà^y + dy*) = y*dx\ 

L'équation proposée est donc homogène et du 4"® degré 
en Xf y, dx^ dy et (Py. 

Gela étant, en vertu des équations (1), (2) et (3), l'équation 
en question devient : 

"? + /»' = «% 
d'où 

La substitution de cette expression de q dans l'équa- 
tion (6), donne 

du uilp 

p — u ir — p' 

ou, après simplification, 

udu -\- pdu + udp = 0; 



d'où, en intégrant, 


2 ^ 


pu 


_c, 

2 


De là résulte 


P = 


c.- 


-u' 



Substituant cette expression de p dans l'équation (4), on 
obtient : 

dx ^udu 

X C| — 5a*' 
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et, par intégration, 

i 

log X = — - log (C, — 3u«) + log C,, 

5 
OU 

X i 



C« (Q_3u')5 
D'où 

Cî 
C — 3u» = -?. 

X* 

Remplaçant u par - , on trouve pour l'intégrale cherchée : 

X 

, C,x» - Cî 
^ 3x 



Exemple II. 

Soit l'équation 






expression analytique du problème traité au 5® de ce chapitre. 
La multiplication des deux membres par dx', donne 

et l'emploi des équations (1), (2) et (3), 

i -|-p' B= mtiqf. 
D'où 



9 = 



mu 



Substituant cette expression de q dans l'équation (6), il 

vient : 

du udp 
= m '—' 

p — u ^ + P 

Ici, faisons usage d'une transformation remarquable, 
abrégeant de beaucoup le calcul, quand après la substitu- 

18 
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tion de q dans l'équation (6), le second membre de celle-ci 

udp 
est de la forme -f- • 

fiP) 

du dx 

Remplaçant par — , équation (4), puis multipliant 

p — u X 

P 
les deux membres par -, il vient : 

u 

pdx pdp 

= m 



ux ^ + P* 

ou, en vertu des équations (i) et (2), 

dy pdp 

— = m 



L'intégration donne 



ou 



D'où 



1 = (i + py. 



fer='+'- 



et 



ou bien 



Delà 



.=v/(#-.. 



c/x = — — 




c,/ 

équation diflFérentielle trouvée au 5» par une autre méthode. 



/ 
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Eat9treie9ê» 



A — i-= e" 



^ = ^"+*^'îX-5+^r2 + ^'î + ^'- 






(n + 2)(« + 4)(n4-6)^ M. 2^ 1^ 



'■S+V<-(S)"=«- 



y = sin (jc — C,) + f ,. 



dx* dx V \dx/ 



lit ax — Cl \ 
y = loglang ^- -| — j +0, 



^- \!^\di)\''¥xd?' 

On trouve : 

dp ^xdx 



(i + p»)t «' 

puis, par intégration dans laquelle on prend - pour 
constante arbitraire, 
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D'OÙ, 

x* + o6 



\/û* — (X* + 06)* 

et, par suite, 

/• (x' + a6)dx 
l/a* — (x« 4- abf 



C'est réquation de la courbe élastique. 



'■ <^+")ê+"(I) = 



rfi/\» dy 
dx 



On obtient d'abord : 

pdx p^xdx 



dp — 



X + « X -|-0 



C* 

équation dont l'intégrale, dans laquelle ~ désigne la 

constante arbitraire, fournit : 

2(x + a) 



P=-3 



X*— Cî 



D'où 



y-C,==log(x'-CÎ) + ^log(|^;; 



7. ,'^-5+1=0. 









X = 1/ »» — Cî + C,. 
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Mir-g-»[{ir+«-{ê)t 



On trouve d'abord : 



-4:=-[-(i)t 



équation forme Clairaut dont l'intégrale est 



p = dy + n l/| -t-a'CJ. 



D'où 



dx = 



^.y 



C,y + n l/i + a'C* 



et 



X = 1 log (C,y + n l/T+VCî) + C, 
Si l'on élimine Ci entre l'équation 



p = C|t/ + n l/T+VCÎ 

et sa dérivée par rapport à Ci, on obtient pour solution 
singulière : 



a 



dy 
d'où, en vertu de l'équation -— =p, 

dx 

%i s= wa sm 

•^ a 






10. x^y ^ . 



(•+«-'(i)'- 



y = e^» cj[ 
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(dyV 
Si Ion pose, — -= «y et — = vy, on trouve pour trans- 

CUV QmC 

formée : 

dx nuHx 
du — u — = - 



et, en intégrant, 



X 

u = 



nl/a' — jc« + C, 

dy 
D'où, en vertu de l'équation -~= mw, 

(te 

(fy xdx 



et, en intégrant de nouveau, 

n \/a* — x* = C, log (w l/a» — x' -j- Ci) — n' log C,y, 

équation homogène en dx, y , dy et (Pj/. 

On obtient d'abord 

P(P + o) 

9 = 

u 

D'où, en vertu de l'équation (6), 

du udp 



p — u p(p + «) 
Transformant comme dans l'exemple II, cas 7<^, on trouve 

y — aC, 
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puis, à cause de -— =|?, 

ax 



X — C,==CJog(y^aCO. 



"• -s-i'-ir- 



équation homogène en x^ y^ dx^ dy et (fj/. 
On obtient en premier lieu : 

et, par substitution dans Tëquation (6), 

dp — pdu = — udu , 
équation linéaire dont l'intégrale est 

p = u + i + Cjc*. 

Substituant cette expression de j; dans l'équation (4), on 

trouve : 

dx du e''*du 

T "" i + Cl?" "^ e-" + C| ' 
et, par intégration, 



d'où 



ou 



ou encore 



X 


- e-" + C, ; 


ev 


X 


C-C,T 


%Ê 


__ loir 1 


w 


Cj — C|X 


y 


X 



C'est l'intégrale demandée. 
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On tire de cette équation, 

dy 
8 = a . arc tang -p- » 

dx 

et, en dérivant, 



dx 



- + (!)■ 



d5 ^ / JdyY 
Si Ton remplace— par \/ 1 + It- I , il vient 



\dxl 

i 



+(!)' 



OU 



[*+(!)]= "S 



Cette équation a été intégrée dans l'exemple du cas S®. 

15. 2 (, + d) =(!)'. 

Si Ton opère comme dans l'exercice précédent, on trouve : 



v«+(â'=IS 



équation dont l'intégrale est 



y_i_^V/(a;-C.r-l-ilog|^(x-C.)+l/(x-C.)'-ll+r,. 
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16, La projection du rayon de courbure d'une courbe 
sur une droite donnée est de longueur constante a. Quelle 
est cette courbe? 

Prenons la droite pour axe des x et une perpendiculaire 
à cette droite comme axe des y. 

Si Ton représente par a l'abscisse du centre de courbure 
d'une courbe, la projection du rayon de courbure sur l'axe 
des X est 



'+(!)■ 



dy 

X — a = ^' 

d*y dx 

d? 
L'équation différentielle de la courbe cherchée est donc 



^\dxl dy 
d^y dx 
dx* 

On obtient d'abord : 

adp 



a (Cas 2«). 



dx 



et, par intégration, 

^ — Cl . p 

— -^ = log— ^=3: (i) 

Par substitution de l'expression de dx dans l'équation 

dy 
-=j,.ona: 



dy = - 

et, en intégrant, 



adp 



P" 



y — C, 

= arc lang p (2) 



1 
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L'élimination de p entre les équations (1) et (2) donne 
pour la courbe cherchée : 

^ — ^i , . y — ^^« 

= log sin 

a a 

17. Une courbe, passant par l'origine des axes rectangu- 
laires auxquels elle est rapportée, est telle que si, par un 
quelconque de ses points, M, on mène l'ordonnée MP et la 
tangente dont la longueur est MT, l'aire du triangle MTP 
est proportionnelle à l'aire OMP comprise entre la courbe, 
l'ordonnée MP et l'axe des abscisses. Quelle est cette 
courbe? 

La traduction analytique de l'énoncé est 

dx 
Si l'on dérive cette équation, on trouve : 

dx* y \dxl 

et, par intégration, 

X = 1- Ca , 

équation d'une parabole d'un ordre supérieur. 

18. Chercher une courbe telle que l'arc, compté à partir 
d'un point donné, soit proportionnel à la sous-tangente 
augmentée de l'abscisse. 

L'énoncé fournit l'équation 

X — -— ■= a«. 
ily 

dx 



(Cas 5»), 
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Si Ton dérive et que dans le résultat on remplace -r- par 

dx 



V 



1 + l j-| » on trouve : 



^ê-=«(S)V'+(r!)' <-»•'. 



équation différentielle dont l'intégrale est 



2C,x = Q, — 



(a — l)y«-* rt + 1 



CHAPITRE XVI. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SIMULTANÉES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

L'intégration de tels systèmes d'équations qui renferment 
3, 4, etc., variables, dont une seule indépendante, peut 
s'effectuer par deux méthodes : l'une où l'on emploie la 
dérivation pour éliminer les variables dépendantes, une 
exceptée; Fautre qui procède par indétermination. (Méthode 
de d'Alembert.) De ces deux méthodes, nous ne rappellerons 
ni n'appliquerons que la première qui conduit aisément, 
pour déterminer la variable dépendante non éliminée, à 
l'intégration d'une équation linéaire à coefficients constants; 
intégration dont nous avons présenté les différents cas, 
chapitre XIII. 

Soient les deux équations linéaires simultanées de pre- 
mier ordre 

-^=^F(x,y,z), (i) 

ax 

dz 

^=^A^>y»«) (2) 



236 EXERCICES MÉTBODIQUES 

Si Ton dérive la première et que, dans le résultat, on 

dy dz 
remplace— et —-par les seconds membres des équations 

(JLX eue 

proposées, on trouve : 

d*y 

^, = F,(x,.y,2); (3) 

et si l'on élimine z entre les équations (1) et (3), on obtient 

une équation linéaire de second ordre qui, intégrée, 

donne y en fonction de x, avec deux constantes arbitraires. 

Quant à l'expression de 2, en x, avec les mêmes constantes 

arbitraires, elle est donnée par l'équation (1) dans laquelle 

dy 
on remplace d'abord î/ et — par leurs valeurs respectives. 

Soient les trois équations linéaires simultanées, de pre- 
mier ordre : 

dy 

-f = F{x,y,z,l] (I) 

dx 

dz 

dt 

— =y(x, y, z, () (3) 

Si l'on dérive deux fois la première et que, dans le 

dy dz dt 
résultat de chaque dérivation, on remplace :r" > T" et — 

dx dx dx 

par les seconds membres des équations données, on obtient : 

-^=F,(x,r/,J,0 (4) 

et 

dx 



3 = F,(x,y,2,/.) (5) 



L'élimination de zetdet entre les équations (1), (4) et (5) 
fournit une équation de troisième ordre qui, intégrée, 
donne y en fonction de x, avec trois constantes arbitraires. 
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L'élimination de t entre les équations (1) et (4) donne une 

cly (Py 
équation de laquelle, après avoir remplacé y, ~ et -- par 

tttjC UfX 

leurs valeurs, on tire l'expression de z. 
Puis l'expression de t s'obtient au moyen de l'équation (1) 

dy 
dans laquelle on substitue d'abord à t^, à ;s et à --^ , leurs 

dx 

valeurs respectives. 

Même marche d'intégration pour des systèmes de 4, 5, etc., 
équations linéaires de premier ordre. 

Si les équations simultanées sont d'un ordre supérieur, 
on les transforme de manière que l'intégration soit ramenée 
à celle d'équations du premier ordre. 

Soient, par exemple, les deux équations linéaires simul- 
tanées de second ordre : 



-^=F(x,y,z,^^,— ), 
X* \ ' ' ' rfx ' dxl 

: ../ dy dz\ 



d 

dx 
dx 



dy dz 

Si Ion pose : -- = w' et-p =«', on est ramené à Tinté- 

dx dx 

gralion du système des quatre équations de premier ordre. 

dx 



==«r 



dx 

~^¥{x, y,z,y\z), 

dz' ^ 
. -^=f(x,y,z,y,z'). 

Tels sont les procédés que l'on pourrait toujours suivre 
rigoureusement pour intégrer, quand l'intégration est 
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possible, des équations linéaires simultanées à coefffeieiils 
constants. 

Mais, sans donner aux équations les formes explicites 
sous lesquelles nous les avons présentées, Texamen de tel 
système particulier d'équations suggère souvent des moyens 
d'arriver au but plus simplement, tout en restant dans 
l'esprit de la méthode. 

Exemple I. 

Soient les équations 

/— Hy — I6z== I -j-ar, . . . . (i) 
dx 

£ + ^y + Z=\-X (2) 

Dérivant la première et substituant, dans le résultat, la 

valeur de -r- donnée par la seconde, on trouve : 
dx 

d'y dy 

--^, — ll/-f o2f/ + 16z = i7 — 16x. . . (3) 

dx dx 

et en additionnant, membre à membre, les équations (1; 
et (3), afin d'éliminer z, 

iPy dy 

^ \0-f 4- 21v =18 — 150;, 

dx^ dx. ^ 

équation linéaire de second ordre, à coefficients constants, 
dont l'intégrale générale est 

5 7G 



d'où 



dx 7 
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dy 
La substitution de ces expressions de y et de j- dans 

dx 

réquation (1) donne ensuite : 

» « > ^ , . 3 68 

2 4 ^7 147 



Exemple II* 

Soient les équations 

/ du 

' ^+6z + c«=0, (1) 

dz 

— + a'y + c't = 0, (2) 

^ -f- «"1/ -f- 6"z = (3) 

dx 

Dérivant deux fois la première et, dans le résultat de 

dz dt 
chaque dérivation, remplaçant -7- et -- par leurs valeurs 

dx dx 

fournies par les équations (2) et (3), on obtient : 

-4 — (6a' + ca")y — c6"z-.6c'« = 0, . . (4) 
et 

'tA _ (6a' -L ca"/j- + (ca'6" + bc'a") y + be'b"z + ccb'H = 0. (5) 

Éliminant z et t entre les équations (1) et (S), on trouve : 
^, - (''«' + c«" + c'6") ^ + {ca'b" + bc'a") y = 0. 
équation linéaire dont l'intégrale générale est 
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quand on représente par a, p et y les racines de l'équation 
auxiliaire 

r» — (60' + ca" + cV) r + (ca'6" -[- bc'a") = 0. 
L'expression de y donne : 

ax 
et 

puis, en éliminant tour à tour t et z entre les équations (1) 

et (4) et, dans chaque équation résultante, remplaçant y^ 

dy (Pu 

-- et — par leurs valeurs, on trouve les expressions de z 

et de t. 



Gxeniple m. 



Soient les équations 



^,+ 2^ + 4^ = 6- . (1) 



j — y — 5z = — X (2) 



d*z 

\ dx 

De la première, on tire immédiatement : . 

d*V rf*v rf*z 

— 4-2 — + 4 — = c*; 

d^z 
d'où, en remplaçant — -- par sa valeur fournie par l'équa- 

Uaïj 

tion (2) : 

d^u (Pu 



DE GALGOL INTÉGRAL. S4i 

Eliminant z entre cette équation et Téquation (1), on 
trouve : 

équation dont l'intégrale générale est 

y = CiC*^ + C^e"^ + C3 cos X + C* sin « -|- c* — 2a;; 
d'où 

-^ = 2C.e«*^ + 2Cc-»^5 -- Cs cos X — C4 sîn x + e'. 
dx 

éPy 
Substituant ces expressions de y et de —^ dans l'équa- 

tion (1), on en tire : 

i i i 

z « — Cte**^' — Cje-**"' C3 cos X C* sin x — - c« -|- x. 

4 4 2 



dy 



1. 



dx^ 
dz 



y = Ce-*' + Qe-*% 

^ = (C,c-*' — C^e-»*'). 

a 



2. 



rft/ 



y = Ce* + Ce-% 



16 
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3. 



4. 



S. 



6. 



y »=s e~'(Ci cos a: -j- C, sin x) , 

2«=e •! cos a: sina:). 

V 5 / 



dy 

| + 3y + 6. = x. 

« 

20 iiO 



dy 

^ + ^y + 3z = 2x. 

z = (C, — 2Ci — 2C,x) c-^— 6x + i4. 

^ + 5y + z = i+x\ 

dz 

dx "^ ' 



25 X 3x' 1 . 

11 X x' 7 
128 16^16^36 ^M-r^f^;*^ 
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5!-'^ + *'='' • • • . (1) 

^•4>'=« (^) 

ë + 2y-. = (3) 

La dérivation donne les trois équations : 

(Pz dt 
dx^ dx 

cPt dy dz ^ 

1-2— = 0; 

rfx* dx dx 

d'z 
et si, dans la première, on substitue les valeurs de-— et de 

(Pt 

— - tirées des deux autres, on obtient : 

d'v dy dz dt 

-^_-8— +4 — +3 — = 0. 
dx^ dx dx dx 

^ , , , ., , . dz dt 

Remplaçant, dans celte dernière équation, -r et— par 

leurs valeurs données par les équations (2) et (3), il vient : 

d'i/ dy 

-4 — 8 -f — Cî/ + 32 — 4f = 0. 

dx' dx '' ' 

Enfin, entre Téquation précédente et l'équation (1) élimi- 
nant z et /, par addition, on trouve : 

d'f/ dy 

équation dont Tinlégrale est 
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Celte expression de y fera aisément trouver : 

5 

5 5 

^ — 32y + ZSz + 47/ = 0, 
dx 

8. ( ^ — iOi/ + iZz + Ut = 0, 
dx 

Éi^\Ay + \()Z + 2\t=^0. 
\ dx 

Si l'on applique rigoureusement la règle rappelée plus 
haut, on obtient : 

74 o 



(=?€.*'+ lc.6-' + gC.e-^ 



9. 



d'y 



(/x 



dx* 



i + 7y-^ = 0, 



+ 4j/ + 2i: = 0. 



Si l'on opère comme dans l'exemple 111, on trouve : 
1/ == C, cos \/ïx + Ci sin V/3x + Cj cos l/Ôx -j- C* sin l/Ox, 
;y « 4C, cosl/ 5x + 4C,sinl/3x + C5 ces l/Cx -f- C4 sin l/6x. 



10. 



dht dy dz ^ _ 

-Ji — 2-r — 2 |-y ==cos2x, 

rfx* f/x c/x 



s+4:+ê+«'+'»=-»"- 



(<) 



• (2) 
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L'élimination de z fournit : 

T^ + 3 -— + 6y = 2 cos X + 2 cos 2x — 4 sin 2a;. 

D'où 
y = cos 2x — 2 sin 2x + cos x + Ci cos (l/2x + a) 

+ C,cos(l/3x + |3). 

dy (Pu 
Substituant les valeurs de i/, — et — ^, dans l'équation (1), 

ax dûir 

dz 
on tire de celle-ci l'expression de -7- et, par suite, celle de 

dx 

àS^z du 

-—T. Puis une nouvelle substitution des valeurs dey, -r-, 
dx* dx 

dz d^^ 

-7- et ~_ dans l'équation (2), donne 

dx dx 

5 

z n= sin 2x cos 2x — cos x — Ci cos (l/2x + a) 

l/2C| sin(l/2r + a) — C* cos(l/3x + ô) 

4 

— -l/SC, sin (l/5x + p). 
5 



CHAPITRE XVII. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Section I. — Équations linéaires, du premier ordre. 

Soit z une fonction des variables indépendantes x et j/. 
La forme de l'équation aux dérivées partielles sera 

P;> + Q,= R, (1) 
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dz dz ^ r. ^ , 
p et g représentant respectivement -- et — , et P, Q, R étant, 

en général, des fonctions de x^ y y z. 

Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation, la 
théorie enseigne qu'il faut d'abord intégrer les équations 
simultanées, si faciles à former, 

dx dy dz 

et que si les intégrales de ces équations sont 

U=a et V = p, (5) 

U et V représentant des fonctions de x, j/, ;s et a, p des 

constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équation (1) 

sera 

V = ?(U), (4) 

(f (U) représentant une fonction arbitraire de U. 

On peut déterminer la fonction cp en astreignant la sur- 
face que l'équation (4) représente, à passer par une ligne 
dont les équations sont 

F (X, y, ^) = 0, I 
F,(ar,i/,2)==0. ) 

En éliminant alors x.yQiz entre les quatre équations (3) 
et (8), on parvient à une équation entre a et p, puis, rem- 
plaçant dans cette équation a par U et (3 par V, on obtient 
l'intégrale particulière cherchée. 



De même, soit u une fonction des variables indépen- 
dantes Xy y et z. La forme de l'équation aux dérivées par- 
tielles sera 

Pp + Q? + R'' = s, (G) 

du du du ^ ^ 
p, g et r représentant respectivement -— , ~- et -- et P, Q, 

(xx (xy uz 

R, S étant, en général, des fonctions de x, j/, z, u. 



.JkjLk ■»-». %. 
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Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation, il 
faut d'abord intégrer les équations simultanées 

dx dy dz du 

"p """q""¥"" s" 

et si les intégrales de ces équations sont 

U, V et W représentant des fonctions de x, y, z, u et a, p, y 
des constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (6) est 

W = f(V,U), 

cp (V, U) représentant une fonction arbitraire de V et de U. 

Exemple ■• 

Soit l'équation 

a/? + 65^ = 1 (1) 

Les équations simultanées à intégrer seront : 

dx dy dz 
a b i ^ ^ 

OU 

dx dz dy dz 

dont les intégrales sont 

X — az==(x. et y — 6z = p. . . . (3) 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

y — bz=: f{x — az) (4) 

C'est l'équation des surfaces cylindriques. 

Pour déterminer ^, ou trouver une intégrale particulière, 
assujettissons la surface à passer par l'ellipse dont les 
équations sont 

^ = et f! + ~< (») 
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Entre les équations (3) et (5), éliminons x^ y et z. Nous 
trouverons : 

A* ^ B« ' 

et, en remplaçant, a par a: — a;s et p par y — te, 

équation d'un cylindre elliptique. 



Exemple II. 

Soit l'équation, 

D'où, les équations simultanées : 

dx dy dz 

f/' xy axz 

ou bien 

</y dx dz dy , 

xy y* axz ary' 

ou encore 

. 1 ^2 dy 

yay = xdx , — = a -^» 

dont les intégrales sont 

y* X* a 

y^ — x^ = oL et « = aî/% d'où —==13. 
L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 
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Exemple III* 

Soit réquation 

du du du 
a — + 6 — +c— «xyz. 
dx dy dz 

Les équations simultanées seront 



ou bien 





dx 


dy 


dz 


du 


















a 


b 


c 


xyz 




dy 


dx 


dz 


dx 


du 


dx 






—— 








6 


a 


c 


a 


xuz 


a 



Les intégrales des deux premières de ces équations sont : 

ay — bx = a, et az — ex = p, 
d'où 

a4-bx ô + CJC 

y = —^ — et z = '--^ 

a a 

Substituant ces valeurs de y et de z dans la troisième, 
il vient : 

a^du = x(a -\- 6x)(P -f- cx)dx, 

et, après développement du second membre et intégration : 

3^ X X 

a'u == «p - + (6? + ca) ~ -f- 6c - + r . 

Si Ton remplace, dans cette équation, a et ^ par leurs 
valeurs, on trouve : 

a;* x' X* 

a'w == a^yz -. — a (6z -|- cy) - + 6c — + y. 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

X X X* 

o'tt — a'yz — h ^ e^^ + ^y ) ~r — ^^ — ^^ ? (^^ — ^*j ^y — '>*)• 
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^- Py — çx = est Téquation différentielle des surfaces 
de révolution. Génératrice: circonférence de rayon variable, 
dont le centre glisse sur Taxe des z d'un système de coor- 
données orthogonales, et dont le plan reste parallèle au 
plan des xy. 

Cela posé, chercher l'intégrale générale de Téquation, 
puis des intégrales particulières en prenant tour à tour 
pour directrice : 

1® Le cercle dont les équations sont a: = et j* -{- ^' == R'î 

2« L'ellipse id. id. a; = Oet^,+ ^= 1 ; 

Ir <r 

30 L'hyperbole id, id. a: = Oct^ — ^== 1 ;; 

iP La parabole id. id. ic = et y'== 2/?;5. 



Les équations simultanées sont : 

dx dy dz 

y —X 

t 

Leurs intégrales : 

x*-\-y* = a. et z = p. 

L'intégrale générale de l'équation py — qx^=^0 est donc 

z = f(x'' + y*). 

Les intégrales particulières que Ton trouvera en opérant 
comme dans l'exemple I, sont : 

1° a;' + j/' + ;$* = R*, équation d'une sphère ; 

2® — — [--- = 1, id. d'un ellipsoïde de révolu- 
tion ; 
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3*^ — jz i= 1» ëquation d'un hyperboloïde de révo- 
lution ; 

4® x'+j/*=2/7-?, id. d'un paraboloïde de révo- 

lution. 



2. px -\'qy = est l'équation différentielle des conoïdes. 
Génératrice : droite qui se meut sur Taxe des z d'un système 
de coordonnées orlhogona4es en restant parallèle au plan 
des xy. 

Chercher l'intégrale générale de l'équation, puis des 
intégrales particulières en prenant tour à tour pour direc- 
trice : 

1<> Le cercle dont les équations sont x=^aei i/* -|-;s*=R*; 
2« L'ellipse id, id. ^• = «et^ + ^=l; 

3® L'hyperbole id. id. a; = aet~ =1 ; 

b* (? 

4° La parabole id. id. x = aetî/*=2p;s. 



L'intégrale générale cherchée est 

et les intégrales particulières : 

lo arV+ay — RV==0; 

2*> x* = 0; 

X Z V 



o' ip 
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3. px'\'qy^^z est Téquatioa différentielle des surfaces 
coniques. Génératrice : droite tournant autour de l'origine 
d'un système de coordonnées orthogonales. 

Chercher l'intégrale générale de l'équation, puis une 
intégrale particulière en assujettissant la surface à être 
tangente à la sphère dont l'équation est 

x' + y' + {z--cf = R\ 



De l'équation px + g^ = z, on tire, 

dx dy dz 

X y z' 

équations simultanées dont les intégrales sont : 

X V , 

^=:0L et - = S. 

z z 

L'intégrale générale cherchée est donc 



!='© 



Pour trouver l'intégrale particulière, il faut d'abord 
chercher la courbe de contact de la surface conique et de la 
sphère à laquelle elle doit être tangente. Or, pour tous les 
points de cette courbe, les plans tangents aux deux surfaces 
coïncident et, par conséquent, p Qiq sont les mêmes. 

De l'équation de la sphère, on tire : 

X V 

p —- et q = — 



z — c z — c 

Substituant ces valeurs de p et de g dans l'équation 
px-\'qy = Zj on trouve : 

x« + y" + z« — cz = 0. 

Cette équation et celle de la sphère représentent simul- 
tanément la courbe de contact. 
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Si l'on remplace dans ces deux équations x par (x;s et y 
par Pzy puis que l'on élimine z entre les équations résul- 
tantes, on trouve : 

et, en remplaçant a par - et p par ^ : 

z z 

(x' + y») (c* — R*) — R'z« = , 

équation d'un cône circulaire dont le sommet est l'origine 
et l'axe, l'axe des z. 



dz ^ dz \ 
ax dy xy 



Intégrale générale : 



2xy 



dz dz 

5. y- x-— = x-t-y. 

^c/a: dy ^ 



"*" 2xv ^ \xl 



Z = X — J/ + y(x« + t/'). 



6. sm X - — h cos X-— = i . 
ax ciy 



\ 

iog tang - X + f (y — log sin x). 



7. -:r: + r.-r: 



x"</x y"dy i^"+* 

«==logj/-j-y(y"+' — x"+*). 



dz . f/^ 

8. X"- flc—'y— = yz. 

rfx «y 



254 EXERCICES MÉTHODIQUES 

Équations simultanées : 

dy dx dz dx 

^ et — = — . 



x"~*y x" yz x" 

Intégrale générale de Téquation proposée * 



^ y dz X dz 

9. - -7- + -" "T ■* ^y^' 

e'dx e'fdy '^ 

Équations simultanées : 

c'dv e'dx dz e'dx 

— i = et = 

X y ^yz y 

Intégrale générale de Féquation proposée : 

zr=e^''-^^^'f[(y — \)^^{x^\)er\ 

10. i/rr^^+i/r:^^ = x. 

c/x ' ^ dy 

Des équations simultanées 

dy dx dz dx 

^ et — = 



on tire, pour intégrale générale de l'équation proposée : 



du du du 

dx ^ ^ dy ^ dz 



Équations simultanées : 



dy dx dz dx du dx 

y^ X* z* X* u x' 
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Intégrale générale de l'équation proposée : 
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du du du 

dx dy d;s 

Equations simultanées : 

dy dx dz 
bac 



— p*+y+» 



dx 



a 



du 



g« + y+ar 



dx 
a 



Intégrale générale de l'équation proposée : 

a + b + c ^^l\c al \b alj 



Mf, • du du ^ du 

13. sinx -p +t/cosx— + ztangx — = wsëcx. 
dx dy ° dz 

9 

Equations simultanées : 
dy dx dz 



dx 



du 



dx 



y cos X sin X z tang x sin x u sec x sin x 
Intégrale générale de l'équation proposée : 



u = tangx.f 



y 



sin X 



tan 



'(i+i) 



14 y' + g' + «' ^fa . a:^+g' + ^^' ^» x^ + t/^ + u^ rfM 
X dx y dy'^ ~z dz 



dy ' z dz 

x' + f + z^ 



De l'équation, on tire : 
xdx ydy 



u 



zdz 



udu 



y'+«'+w' x^+z'+u' x^-f-y^+us ^r:ç-rçj,' 
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« 

L'égalité de ces rapports donne : 

xdx + yrfy + ^dz + udu ydy — xdx 

3(x* + y + z* + i*^) x^ — y' 

D'où, en posant x' -|- y' + a* -f- m' = « ; 

ids _ i </.(y* — g») 

ôT 2 y* — X* 

ou 

— «= — ù — — ; 

8 y' — «' 

et, par intégration, 

log « = — 3 log {y* -^ x'j + log a , 
ou 

«(y* - xY = «. 

On trouverait, de même : 

L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

IS. Intégrer l'équation linéaire du premier ordre après 
avoir cherché le facteur v qui rend l'intégration possible. 

Au préalable, rappelons que si le premier membre de 
toute équation du premier ordre, Mdx + Nrfj/ = 0, n'est 
pas différentielle exacte, il existe toujours un facteur v tel 
que V (Hdx + N(/y) soit expression intégrable. 

La condition d'intégrabilité fournit alors l'équation 

dv (/M _j^dv rfN 

dy dy dx dx 

ou 

(h dv (dM dm 

N M--c=t; — ; . . . (I) 

dx dy \dy dxl 

équation aux dérivées partielles qui, dans un petit nombre 
de cas, peut servir à déterminer i». 
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Revenons à la question posée. 

Dans l'équation linéaire de premier ordre, dy-[-Py(to = Q(te, 
présentée sous la forme 

(Pt/-Q)rfx + rft/=-0, 
on a : 

M — Py — Q, N = 1, d'où ^_^==P. 

dy dx 

Substituant ces valeurs de M, de Net de — , dans 

dy dx 

l'équation (1), on trouve : 



dv 
dx 


dv 
-(Py Q)^^ = «P. 


D'où les équations i 


simultanées : 


dx 
1 


dy dv 
Q — Py vP 


L'une d'elles 






dv dx 




vP \ 


fournit facilement 





v = e^"'. 

Si l'on multiplie les deux membres de l'équation pro- 
posée par e^****', on obtient 

ef^'^dy -f Pyef^'^dx = ef^^Qdx, 
ou 

d,ye^^'^'=ef^'^'Qdx. 

D'où, en intégrant, 

y = e-f^"' {/eP'^Qdx + C). 

16. Intégrer, comme dans l'exemple précédent, les équa- 
tions : 

(4xt/ — l)rfx + (i +a;«)dt/==0, 

(i+y)dx + (i+2x — 4y)dî/ = 0, 

et (x* + y') rfx — y (x — y) dy = 0. 

17 
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On obtient : 
Multiplicateurs respectifs : 

i+x% i+y et — * 



x» + î/» 
Intégrales : 



X» 






et 



\ i 2x — V 

3 *^ ^^' ^^^ ^V/3 * yV/3 



Section II. — Équatiom qui renferment les dérivées 

dz dz 

partielles —= p et --r='q en puissances et en produits, 
acu ay 



Soit l'équation différentielle 

F(a:,y,«,P»9) = 0, (i) 

dans laquelle z est fonction de x et de j/, et les dérivées p 
et q des fonctions de x^ de y et de z. 

Puisque la dérivée totale de p par rapport à y doit être 
égale à celle de q par rapport à or, on a : 

^4-^0 = ^-4-^0 
dy'^dz^ dx'^dz^' 

ou bien 

dp dq dp dq 

Ty-Tx + ^Tz-Pd-z-^^' • • ; (^) 

Cela posé, on démontre dans les cours que si, de l'équa- 
tion (1), on tire la valeur de q : 

9 = A*>yt«>P) (5) 
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et que l'on substitue dans l'équation (2) cette expression 

dq dq 
de q et celles de ses dérivées -— et — , on obtient une éaua- 

dx dz ^ 

tion aux dérivées partielles, linéaire et de premier ordre, 
entre les quatre variables x, y, z et p. 

L'intégration de cette équation, effectuée comme dans la 
section I, donne p, et la substitution de p dans l'équa- 
tion (3), fait connaître q. 

La substitution de ces valeurs dep et de^ dans l'expression 

dz = pdx "|- qdy (4) 

fournit ensuite une équation différentielle qui, intégrée à 
son tour, conduit à la valeur de z. 

La première intégration aura donné p avec une constante 
arbitraire a et, la seconde, z avec une autre constante arbi- 
traire p. Restera à remplacer p par (p(a), c'est-à-dire une 
fonction arbitraire de a. 

Nota. — Si, de l'équation (1), on tirait d'abord p en fonc- 
tion de x^ y, z et 9, un procédé de calcul analogue condui- 
rait à l'intégrale cherchée. (Voir l'exemple IL) 



On en tire 





Ezenple i. 


t 


■fg 


• = 1. 




9- 


=db\/r= 


■¥'. 


dq 


Tp 


dp 


dx 


V\-f 


\dx 


dq 
dz' 


=FP 


dp 

idz 



dû dq 
Substituant ces valeurs de q.-r-^^'T- dans l'équation (2), 

dx dz 

on trouve : 
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D'où les équations simultanées : 

dy dx dz dp 

L'une d'elles, 

dp dz , r. ^ 

-^«= ou rfpB=0, donne » = «. 

Par suite, ç =» ifc V \ — «'. 

La substitution de ces valeurs de p et de g dans l'équa- 
tion (4), donne : 

dz = otdx ± l/i — a* rfy, 
et, par intégration, 

Z==aX ±lV\ — a' y + f (ai- 
Exemple II* 

. Soit p = (çy + z)' ; 



d'où 



et 



dy \ dy 



La substitution dans l'équation (2) donne : 



qy -\- zdx dy dz 

Donc les équations simultanées : 

dy dz dq 



(qy + z) dx 



— 2y z — qy Aq 



De — = — ^ ou -^ = — 2— , on tire enintégrant, ? = -r 
4g —21/ g 1/ r 



ou 



ou encore 
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Par suite, on obtient : 

La substitution des valeurs de p et de g dans l'équation (3) 
fournit : 

dz dy = [^ -[- z] dx, 

y ^y I 

équation dont l'intégrale est 

(-+z)[x + ?(«)]-{- 1=0. 

1. py==i. 

4 

z = ax àz - y -{- f (a). 
a 

On trouve dp «=« 0, et, en faisant p = a", on obtient : 

4 



a 



3. p- + 9-=.l. 

Z = orX + (4 -«»)»!/ + y («). 



4. pqr«=x. 



^ = — -H f-f(a). 
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5. pq =3 z. 

On trouve : 

p^y + a et q = 



D'où "^ 

rf^ = (!/ + «)^-f H — r— ^'y , 

!/ + « 
ou 

c/z zdy 

y + « (y + «)' ~~ ' 

ou encore 

dA = dx, 

\y + al 

Donc, par intégration, 

^ = («/ + «) [a^ + ?(«)]• 

6. ;>qf =^xy. 
On obtient : 

dz = 1/7+7» rfx + —^L e/y, 

1/7+7 
ou 

rf« = d(x 1/7+0*). 
D'où 

z = X l/y» + a* + ç>(a). 

7. q = p*x. 

z = 2a l/x + a*<y + ^ (a). 



8. q=:ph. 

= aj+a*t/ + î>(«). 



2 

9. q'=^p^xy. 



z = 2tf V/x + --^ + y («). 
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10. q = (px+z)\ 

Intégrale : 

11. qf = px + p'. 

On trouve : 

p r= ae' ; et, par suite, q = axe^ -\- aV. 

D'où 

(Iz == ae^dx -\- ctxe^dy + oiV^dy , 

ou 

dz = d.axe^ -\- o^e^^dy ; 

et, par intégration : 



'^- ÊrÈ)"'v— . 



L'équation peut s'écrire : 

* '^ dz\ 
d^l 

et, si l'on pose. 



Lm^m + «^j L'»z"» + "~] =1, 



«^""•rfa;, y' ^== I y ^dy^ z' =^ 1 z'^'^^dz, 
d'où 

d^' « __!_ rfar d^;' t .^ dz 

— /r*» jt"» + " nf ; — y** ij** + » , 

dx' dx dy' dy 

on voit que l'équation proposée devient : 

\dx'l \dy'l 
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d'où (voir exercice 2), 

a 

Remplaçant x\ y' et z' par leurs valeurs, on trouve pour 
rintëgrale cherchée : 

m + n rî+^ m îî^iiîî , n i in*. ,^ 
^ iK "■»■- «-X - H -—y - +f(«). 



m-j-n-f-c m — o n — ôa"* 



Section III. — Équations linéaires (Tun ordre supérieur 

au premier. 

Il n'existe point de méthodes générales pour intégrer des 
équations aux dérivées partielles d'un ordre supérieur au 
premier. Nous ne rappellerons que l'intégration de deux 
équations linéaires du second ordre, intégration qui se 
présente souvent dans des questions de physique mathé- 
matique. 

1*» Soit l'équation 

d*z (Pz d*z 

dans laquelle A et B sont coefficients constants. 

Si l'on pose ;s = e"*"*"^', a et p étant des quantités indé- 
terminées, on trouve l'équation auxiliaire : 

«• + Aaj3-fBp*=»0, 
OU 



a* a 



-T+A - -f B = 0. 

a 
D'où, pour - , deux valeurs qui peuvent être : ou réelles 

P 
et inégales, ou imaginaires, ou réelles et égales. Dans les 

deux premiers cas, si l'on représente par m' et m" les deux 
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valeurs, on obtient pour intégrales particulières de l'équa- 
tion proposée, 

et, pour intégrale générale, 

(p et tp désignant des fonctions arbitraires. 

Dans le dernier cas, si Ton représente par m' chacune 
des valeurs réelles et égales, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (1) est : 

2 = f (.y + wi'a:) + ar<^ (y + m'x). 

Si le second membre de l'équation (1), au lieu d'être nul, 
était en général fonction de x et de i/, on pourrait appliquer 
le procédé d'intégration qui suit. 

2o Soit l'équation 

rfV d^z (Pz 

dans laquelle P, Q et R représentent des fonctions de x, y, z, 
p eiq. 

Formons, méthode Monge, les systèmes d'équations : 

dy — m'dx =* 0, 
m'dp + Qdq — Rm'dx = 0; 

et 

dy — m''dx^= 0, 

dans lesquels rrf et m" sont les racines de l'équation 

m' — Pw -|- Q = 0. 

Les intégrales U = a et V = S des équations de l'un des 
systèmes fourniront pour intégrale première de l'équation 
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proposée, l'équation aux dérivées partielles de premier 

ordre 

V-f(U), 

(f représentant une fonction arbitraire. 

Et l'intégrale de cette dernière équation sera l'intégrale 
complète de l'équation (2). 

Exemple I* 

Soit à intégrer l'équation 



«^, = 0, 



dx* dy^ 

puis à déterminer les fonctions arbitraires de la solution. 
Si dans l'équation (qui se rencontre dans le calcul des 
petits mouvements des fluides élastiques), on pose ;s=e*' " ^^, 
on obtient l'équation auxiliaire 

D'où 

a = ± ap. 

De là, les intégrales particulières 

puis l'intégrale générale : 

Pour déterminer les fonctions arbitraires 'f et 4^, suppo- 

dz 
sons que l'on donne les valeurs de a; et de —- pour x = 0; 

dx 

si l'on désigne ces valeurs par /"(y) et ^i (y), on aura en 
faisant ^ = dans l'intégrale générale et dans sa dérivée 
par rapport à ^, 

?(t/) + My) = /*(y), (i) 

et 

/(t/)-^'(y) = -/i(y) (2) 

a 



DE CALCUL INTÉGRAL. 267 

Multipliant les deux membres de la seconde de ces équa- 
tions par dy, intégrant et représentant y^i (y) dy par F (j/), 
on obtient 

f(y)-*(y) = -F(t/) + c (3) 

a 

Par addition et soustraction, membre à membre, des 
équations (1) et (3), on trouve : 

et 

d'où la valeur complètement déterminée de «, 

^ Ay + « J^) + f (y - ax) , F(t/ + ax) — Ffy — ox) 

2 ^ 2o 



Exemple ■■• 

Soit l'équation 

m* — Pm -f Q = donne 

w' — (a -|- 6) m -j- a6 = , 

équation dont les racines sont + a et + 1. 
D'où les systèmes d'équations : 

^ dy — arfx = 0, 

( dp -f- bdq — x'"dx = ; 

et 

dy — bdx = , 

dp + adq — x'"dx = 0. 



968 EXERCICES MËTHODIQUES 

La première des équations du premier système a pour 

intégrale 

y — ax^^a. 

et, la seconde, 

Une intégrale première de l'équation proposée est donc 



wi -f- 1 



ou 

dz dz a:*+* 

équation aux dérivées partielles de premier ordre qui 
fournit les équations simultanées : 

dx dy dz 



\ b X-+* 

L'une de celles-ci, 

dy dx 

a pour intégrale 

y — 6x = a. 

L'autre, 

dz dx 

-{-/(y-ax) 



m-|- 1 



si l'on remplace y par sa valeur tirée de l'intégrale précé- 
dente, donne : 



x"***"* 



ou bien, 



dz s=s — j — dx -{- f '[«' + (6 — o)x'] dx , 



rfjj es j — dx -f- / [a' -f- (6 — a)a:] (6 — à)dx; 
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puis, par intégration, 
ou, plus simplement, 



x"*"*"* 



L'intégrale de l'équation (1) est donc 



— ?{y — ax) = p'. 



^m+S 



D'où, 



— y(y — ox) = +(y — 6a;). 



pour intégrale complète de l'équation proposée (*). 



Kxemple III. 

Soit l'équation 

dx* ^ ^ dxdy ^^ dy* ^ ' 

ou 

d^z y d^z , y^d*z 

|- 2 - (- ^ = ar""'!/". 

dx* X dxdy a;* dy^ 

La condition m* — P/n + Q = donne 

v V* 

wî' — 2-m + ^«=0, 
rr a* 

y 

équation dont les racines sont toutes deux - . 

X 

{*) On aurait pu trouver l'intégrale (2) plus simplement, en cher- 
chant d'abord, par la méthode de l'exemple précédent, l'intégrale de 
l'équation proposée, dépourvue du second membre, puis ajoutant au 
résultat l'expression de l'intégrale double /dxfx^dx. Mais c'est là 
un procédé particulier. 
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D'où l'unique système d'équations : 

dxi dx = 0, 

X 

dp+-dq^ X— *^"rfx = 0. 

X 

y 

L'intégrale de la première est - = a. 
La seconde, si Ton remplace y par our, devient 
dp + ddq — a"x"'+"~'rfx a= 0, 
et a pour intégrale 

a" 



ou 



y x"* *y" 

L'intégrale première de l'équation proposée est donc 

p + î^, — îl^îC — ,p]. 

et, si l'on intègre cette dernière équation, on trouve pour 
intégrale complète de l'équation proposée : 

{m -\- n)(m + n — iy 'W^^W 



d*z d^z 

c/x* dxdy 

On trouve : 
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2. ko* — = 0. 

dx^^ dy* 

L'intégrale est 

z^=:fÇy + ax 1/ — i ^ + ipÇy — axl/— l). 

On obtient : 

Intégrale : 

/o + 6 \ [a — b \ 



S. -— - + o — +6 — + o6z==0. 
axay dx d]^ 

De celte équation et de celles qui sont proposées dans 
les deux exercices suivants, on cherche l'intégrale par le 
procédé rappelé dans l'intégration de l'équation 

d^z d^z d^z 

Que Ton pose « = 6**+^*, et l'on obtient pour équation 

auxiliaire 

ap -|- aa + 6p + a6 =» 

ou 

(« + 6)(p + a) = 0. 

Racines : 

a = — 6 et p = — a. 
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Intégrales particulières : 

Intégrale générale : 

^ (Pz ^d*z . dz „ dz 

On obtient : 

z = e-*^ fiy -j'ax) + ^{y — ax). 

d'« , d'z , , rf^z ,.(i*z 

Equation auxiliaire : 

^-(2a+6)^* + (a' + 2a6)^-a«6^0; 
dont les racines sont 

a a a 

-=o, - = a et ~«=a. 

(3 p p 

Intégrale : 

« = ?(y + ^^) + ^(.V + «a?) + x<f;,(y + ax). 

d'z ^dz^ ^d^z 
dx* xdx dy^ 

Si Ton pose u^^^xZjU étant nouvelle variable, on trouve : 

d'tt d^z . _ dz 



ax' ax' ax 
et 

d^u d^z 

dy* dy* 



" 
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Or, l'équation proposée peut s'écrire : 

dx* dx dy* 

Par substitution, l'équation se transforme donc dans la 

suivante : 

d^u ^ d*u 
— = a 

dx^ dy* 

D'où (voir l'exemple I), 

L'intégrale de l'équation proposée est donc 



d^z d^z dh 

dx*^ dxdy^ dif ^^ 

Si l'on opère comme dans l'exemple II, on trouve pour 
intégrale première de l'équation proposée : 

dz dz a?* 

et, pour intégrale complète, 

x*(y — x) 
z =^^^ -' + Xfiy - 2a?) + ^(1/ - 2x). 



d^z d^z , d'^z 

10. T-i — 5-7-7" + ^Tl=^il/- 
dx^ dxdy dy* ^ 

Intégrale première : 

dz . dz xhi a:' . , . , 

18 
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Intégrale complète : 



_A!^y+M+,(y + .) + ,iy + ix). 



24 



L'équation peut s'écrire : 

dx* q dxdy 7* dy^ 
et donne 

9 9 
équation dont les racines sont égales :m' = m' = — ' ~ ' 
D'où l'unique système d'équations : 

dv + - rfa; =- 0, \ pdx + qdy = 0, 

^9 ou < 

q '^ q' [ P 9 

La première peut s'écrire dz=0; intégrale z = a. 
L'intégrale de la seconde est - = p. 
Donc l'intégrale première de la proposée est 

- = f V'h 

q 

ou, puisque ç(«) = <p(a), constante que l'on peut désigner 

dx dy 

D'où l'intégrale complète de l'équation proposée 

z = ^[y + x9[z)\ 
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12.(<+;>ç+9')g+(,'-p'),-^^-(i+P,+,')5=o. 

Si l'on pose p + ç == X , Téquation peut s'écrire : 

rfx* 14- qx dxdy 1 + q\ dy^ "~ ' 
et fournit 

m m — ' == 0, 

i + 7X 1 + 7^ 

équation dont les racines sont : 

m' = 1 et m" = -Ï-1-. 

I+7X 

D'où les deux systèmes d'équations simultanées : 

dy — dx = 0, 
(1 + qX)dp ~ (1 +;)A) dq =» 0; 

et 

dp-{-dq = 0. 



• • • 



(1) 



(2) 



La première des équations (1) a pour intégrale x — t/ = a. 
La seconde peut s'écrire : 

dp — dq -\- X(qdp — pdq) = 0. 
On a déjà posé : 

Posons encore : 

D'où 

A + /ct A — fji ^ dX-\-dix , dX — dfJL 
p = , ûf= ydp= et dq= 

Par substitution de ces valeurs de j?, g, rfp et rfç, la 
seconde des équations (1) devient, après simplification : 






'i — >.* • 



I. !,«' int*-^r-bl4f iii*riji»>re de lVquû{]«:n proposée est donc 



ï = r ^—U-^ 

p — 7 = ''-^ ^ 0^ — 9 Vr^ — y- 

OUe inU-grak' peul mener à Tintégrale complète de 
jVqualion proposée, comme suit : 

On a r/z = pffx -f- ^'/^. 

Substituant k p ei ii q les valeurs trouvées plus haut, il 
vient : 

')U, en remplaçant u ou /; — q par [2-p{p-7- g']^ç;'x — y), 
r/r = ^ (c/x -;- dj) -i- 1 (2 + xifix - y), (^x - dy). 

Or, si Ton intègre la seconde des équations (2), on trouve: 

;> -j- f| = C ou A = C, 

et l'intégrale de Téqualion précédente est 

1 

<în désignant l'intégrale de - (f(x—y){dx—dy) pary,(x— y). 

jà 

Donc l'intégrale 

* + *(^) = ^ (^ + y) + (2 + A')« f i(x - 1/), 



1 

I 

.4 
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combinée avec sa dérivée par rapport à X, ou 
constitue l'intégrale complète de l'équation proposée. 



CHAPITRE XVIII. 

INTÉGRATION PAR SÉRIES. 

Section I. — Intégration par séries des différentielles 

de la forme f[x)dx. 

Quand, par les méthodes rappelées et appliquées dans 
les cinq premiers chapitres, on ne peut trouver exactement 
les intégrales des différentielles de la forme /"(a;) do;, on 
cherche à en obtenir la valeur approchée par leur déve- 
loppement en séries convergentes. 

Pour cela, on développe d'abord en série la fonction f (x) 
par le moyen le plus simple : soit par la division, soit par 
la formule du binôme, etc., soit par le théorème de Mac- 
Laurin; puis, intégrant, si c'est possible, chaque terme de 
la série multiplié au préalable par dx, la somme des inté- 
grales, augmentée d'une constante arbitraire, constitue le 
développement cherché (*). 

(*) Il existe des théorèmes, autres que celui de Mac-Laurin, pour 
développer ff{x) dx en série, mais ils ne sont guère employés. 
Rappelons la formule donnée par Jean Bernouiii : 

ff(x)dx=c+xf(x)^ — r{x)+jj-^r{x)^,.. 

formule que Ton tire facilement de celle de Taylor et qui permet, on 
le voit, d'obtenir le développement de Pintégrale au moyen de f(x) et 
de ses dérivées. 
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Exemple* 

Soit à chercher l'intégrale de . 

X 

Le théorème de Mac-Laurin donne : 

e"'= 1 A 

^ 1 ^ i.a ^1 2.3^ 

D'où 

— ^= — -4- Il — f— U- ■ — 1— • •• 

X x^ ^l:-2^1.2.3^ 

Si l'on multiplie chaque terme par dx et que l'on intègre, 
on trouve : 



/ 



- = G + logx + ax + — +^-^^ + etc. 



La règle que nous venons d'énoncer et d'appliquer donne 
un nouveau moyen de développer en séries certaines fonc- 
tions : celles dont on peut développer les dérivées. 

Exemple. 

1 



Soit la fonction arc tang x, dont la dérivée est - 

1 + or 

Par division, on obtient : 

- = 1 — X* -f- x* — a* + X® — . . • 



I +x' 

et 

1 _ 1 1 \ \ 

x'-\-\ ""x*'~7*"^x«"~i8"' 

Des deux séries obtenues, on voit que la première est 
convergente quand on a a; < 1 ; et, la seconde, quand on 
a X > 1. 
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Soit o; <1, on aura : 
dx 



I ^ = I dx — / x'dx -f- / ar*rfx — / x^dx + 



• • • » 



OU 



X^ . Jt» x^ 



arc lang x = G + x 1 [-... 

ô O 7 

et comme pour a: = 0, G = : 

x' x^ x^ 
arc tangx = x [-: 1 

O D / 

Si Ton suppose a; > 1 , on obtiendra : 

/* dx /* /» /* /» 

— — === / x-^dx — I x-*dx + / x"*rfx — / x^rfx + ..., 

OU 

^ i i i i 

arc lanff x = C ( 



• •• 



X ' 3x' 5x» ' 7x^ 
et comme pour x = oo , G = - : 

TT i 1 il 

arc tanff x == 1 



1. fe"^dx. (Intégrale souvent employée dans le calcul 
des chances.) 
Le théorème de Mac-Laurin donne : 

X* x' 

^ ^1.2^1.2.3^ 



Si l'on remplace x par — x*. 



X* X* 



^1.2 4.2.3^ 
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D'où 

' 5^125 4.2.37^ 



dx 

2, 



■A 



La formule du binôme fournit : 

, . -1 i i.ô ^ j.3.5 , 

• ^ ' 2 • ^2.4 2.4.6 ^ 

Et, par suite, 

/* dx ^ . 1 x"+* , d.3 a:*''+* 
— — — . a= C + X 
l/^-qr7« 2n+1^2.42w+J 

i.3.5 a;»»+^ 

"'2.4 6 3n+l+^^'*" 

3. fx"' {a + bxy dx. 

Si Ton développe (a + te")' par le binôme et que l'on 
multiplie tous les termes par x^dx , on trouve : 

x^(a + bx'^Ydx == C + a' ^ + 

-UJ—1 U etc 

^ 1.2 a*2« + m+l^ J' 



4, /V 1 — K* sin» X dx. 



On obtient : 

/Vl — K*sin*a:rfx = C + a; K» /sin'xda; 



i .1 /^* 

^ K* / sin* xdx — etc. 

2.4 J 
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Pour les intégrales du second membre, voir chapitre III, 
section II, exercice 3. 



5. / ^ — ' 

Développer (1 — KV)"ï par le binôme, puis multiplier 
tous les termes par - . On a : 

/x\ix ^ . /* xHx 

= C+ / 

+ - K» / -— = H R* / — h etc. 

Voir, pour obtenir les intégrales du second membre : 
exemple III, chapitre III, section II. 



1 
6. Développer arc sina:, dont la dérivée est 



On obtient : 

, 1 x^ , 1 . 3 ar», ^ 

arc smx = C + xH f- etc. 

^ ^2 3 ~2.4 5 • 

Pour X = , 

C = 0. 

Donc 

I X* 1 . 3 x' 

«nrc sm X = X + - -- -J — + etc. 

^2 3 ^2.4 5 ' 



1 

7. Développer arc séc x dont la dérivée est 



xV/x* — 1 
On trouve : 

^ \ \ \ 13 1, 

arc séc X = C : • z-; — t: * 7 ' z^'T c^^- 

X 2 3x' 2 4 W ' 
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Pour X = 00 , n 

2 

Donc 

n \ \ \ 13 1 

arc sec X B&a — - - — -r — etc. 

2 X 2 5x' 2 4 5x» 



1 
8. Développer log (a + x) dont la dérivée est 



a-\'X 

i i X x^ x^ 
Par division, — ; — = 1 + -; : + etc. 

a + x a a* a^ a* 

D'où 

X X* x' X* 

log(a + x)=.G4---- + ---, + etc. 

Pour X = 0, 

G = log a. 

Par conséquent, 

Iog(a + x) = loga + ^-^ + ^,-^-|-etc. 

1 



9. Développer la fonction qui a pour dérivée z— _ , _ 

2 — zx-f-x 

La fonction dont on donne la dérivée est 

/dx /^ dx , ^ 
= / = arc tans (X — \). 
2-2X + X' J 1-{-(x-1)* ^^ ^ 

D'autre part, si l'on multiplie les deux termes de 
1 

- par 2 -j- 2^ + ^*» on obtient : 



2— 2x+x' 



i 1 i 

- = -(2 + 2x + x') 



2 — 2x + X* 4 ' ' • ' ^ , X* 

^ +7 
4 

et, en développant par division , 

4 1 / X* X® X** \ 

^ — -=-(2-*-2x + x') i h-: r + etc. , 
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OU 



— 2x + x' "" \4 "^ T "^ 1/ ^ l'ï^ "^ *4^ "^ 



+ -77" H r + -7 — etc. 



D'où 



/dx 2 /T/ , , x*\ /x* X* x« \ 

/x* x' x"* \ n 

ou bien 

.B 



1 r/ X X* x' 

arc tans (x — 'i) = C4-- — --\ 1 

""^ ' ^2L\1.1 1.2^2. 



3, 



/x' x« xM / x^ x' x" \ 1 



Pour a; — 0, 






LyOuC 

arc tane (x — \] 


\ — 


=+i 



■~lï:5"^4.6'^8.7i'^ll6.9"''i6.10"^32.n/ J* 

10. Développer la fonction dont la dérivée est 

4+a; — l/l + x» 

Si Ton pose l/l+x" == x + «, on trouve : 
/lL±^lll^^L±?rfx = 21og(i +z)-log^-z, 
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OU, en remplaçant z par l/l -j-x* — x, 



— log (v/r+v — a:) + x — i/r+7'. 

D'autre part, après avoir développé (1-f-^)* parle binôme, 
on obtient : 

— I ^ =1 X H x' . ac' + etc. 

X 2 ^2.4 2.4.6 ' 

D'où 






dx 



1 X A or -x' + etc. ax, 

L 2 ^2.4 2.4.6 ^ J 

et, par suite, 

21og(l -\-V\ +x* - x) — log(l/i +x« — x) + x 

Pour X = , 

C = 21og2— I. 

Donc 
21og{1 +l/i +x*— x) — log(\/l +x*— x)-|-x— 1/4 +x« 

= 2log2-4+x--lx« + ^x*-J^x« + etc. 

Ces deux derniers exercices sont tirés de l'excellent 
ouvrage de E. Catalan : Traité élémentaire des séries, cha- 
pitre V. 
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Section II. — Intégration par séries des équations 

différentielles» 

Pour développer en série l'intégrale d'une équation 
différentielle d'un ordre quelconque, on emploie princi- 
palement : d® le théorème de Taylor; 2® le théorème de 
Mac-Laurin; S^ la méthode des coefficients indéterminés. 

Si la série obtenue peut être sommée, évidemment, on 
trouve l'intégrale exacte ; sinon , on n'obtient l'intégrale 
que d'une manière approchée, ce qui, du reste, est le véri- 
table but de ces développements. 

Les exemples suivants suffiront pour mettre dans tout 
leur jour les théories générales présentées à ce sujet dans 
les cours et pour permettre aux élèves de résoudre les 
dernières questions de cet ouvrage. 

Exemple l. 

Soit à développer, par le théorème de Taylor, par celui 
de Mac-Laurin et par la méthode des coefficients indéter- 
minés, l'intégrale de l'équation 

d'y 



dx' 



= «2/. 



1^ Si, dans la formule de Taylor, on remplace x par la 
valeur arbitraire Xo et h par x — Xq, on trouve : 

y = y^-\ — Y~ ^"'"^ + "TT" ^"""^ "^ \.^ g -^ (^o) 

-f-elc. , . . (1) 

expression dans laquelle y» désigne ce que devient la fonc- 
tion j/ = F (;r) quand x=^Xq, 
Cela posé, l'équation proposée 

F"(x) = ay 
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et ses dérivées successives : 

F'"(x)==aF'(x), 

F^(x) ==aF"(x) =a% 

F^(x) =-aF"(x) = a*F'(x), etc., 

deviennent, pour x = Xo : 

F" (xo) = rt i/o , 
F'"(xo) = aF(xo), 

F'^(xo) =a't/o, 

F^(xo) -=a'F'(x„), etc. 

Substituant ces valeurs de ¥"{Xo), F"'(Xo), etc., dans 
l'expression (l) et rassemblant tous les termes qui contien- 
nent yo et tous ceux qui renferment F'(a:o), on obtient : 

r a(x— Xof a'(x— Xo)* l 

+ F'(xo) Fî:::^ + ^(fz::^ + -'^--^^y + eicl , 

^ ^"^L 1 ^ l.:2.5 ^1.2.3.4,5^ J 
ou bien, ce que l'on peut aisément vérifier : 

!/ = !/o ^, + F'(x.) -— 

Ce résultat peut s'écrire ainsi : 



y = e 



L2 2V/âJ La 2l/^J 



e 



> 



ou, si l'on désigne les coefficients constants de e^" et de 
^-^" par C, et Cs : 

2° La formule de Mac-Laurin est 

!/ = 2/0 + j F'(0) + ^-^ F"(0) + ^^ F'"(0) + etc., (2) 
j/o représentant ce que devient la fonction y= F(x)pour x=0. 
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L'équation proposée et ses dérivées donnent pour x = 0: 

F"(0) = ayo, F"'(0) = aF'(O), V'\0) = a»yo, ^0) = a»F'(0)... 

Substituant ces valeurs de F"(0), de F'"(0), etc., dans la 
formule (2), on trouve : 

[ax* a'x* "I 

i -A 1 h etc. 

T + TXi+râTsXs + H' 

OU, par une transformation semblable à celle employée 
dans le 1% 

S*» Posons, en supposant que y peut se développer sui- 
vant les puissances entières et positives de x, 

y = A + Bjc + Ca;* + Da;=^ + Ex* + Fa:» + . .. (3) 

A, B, C, etc., étant des coefficients constants à déterminer. 
De Texpression (3), on tire : 

j4= 2C + 2.3Da; + 3.4Ea;* + 4.5Fa:' + ... 

et 

ay = Aa -f" Bax -f- Cax* -f" Dax' -|- • •• 

En vertu de l'équation proposée, les coefficients des 
mêmes puissances de x doivent être égaux; donc il faut 
qu'on ait : 

2C = Aa, 2.3.D = Ba, 3.4.E = Ca, 4.5.F = Da... 

D'où Ton tire : 

Aa Ba Ao' „ Bo* 

C = » D = » E= , F 



i 2 1.2.3 i.2.5.4. i. 2. 3.4. 5 
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La substitution de ces valeurs de C, D, E, etc., dans 
l'expression (1) donne 

Aa . Ba , Aa* 

^ ^ ^1.2 '^1.2. 3 ^1.2.3.4 



OU bien, 



Btf* 



ax* a'x* 



M = A i -\ 1 1- Ole. 

X ax^ a*x* 



+ B - H 1 h etc. , 

ou encore : 

Exemple II* 

Soit à développer, par le théorème de Mac-Laurin, l'inté- 
grale de réquation 

(Pu dit 

De réquation 

xF"(a:) + 2F'(x) + xî/ = 0, 

et de ses dérivées successives : 

xF"'(x) + 3F"(x) +xF'(x) +.V = 0, 
xF'^(x) +4F"'(x) + xF"(x) +2F'(x) =0, 
xF^(x) +5P^(x) +xF"'(x) + 3F"(x) =0, 
xF^'(x) +6F^(x) -(-xF'^(x) +4F"'(x) = 0, etc., 

on tire, en faisant ^ = 0, 

F'(0)=-0, F"(0) = — ^', F'"(0) = 0, P^(0)=-^". 

3 5 

F'{0) = 0, F"(0) = -|î,etc. 
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Substituant les valeurs de F' (0), F" (0), etc., dans la for- 
mule de Mac-Laurin, on a : 



X* X* X® 



^ ^"\ ^.2.5"^i.2.5.4.5 4.2.3.4.5.6.7"^^^ y' 

Mais on sait que 

X x' x' x' 

sm X = [- etc. 

1 1.2.3^1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7^ 

D'où 

sin X X* . X* x^ . 



X 1.2.5 ' 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

Donc, en remplaçant la constante y© par C, on obtient 
pour intégrale de Téquation donnée 

sin X 

y = c— ; 

intégrale particulière puisqu'elle ne contient qu'une con- 
stante arbitraire. 

Pour obtenir l'intégrale générale cherchée, considérons C 
comme une fonction de x et suivons la méthode connue. 

_ /^ sin a; ., ^ , . . , ^, . , dy d^y 

\)ey = C , il faudrait tirer les dérivées — - et -— et 

X dx dx* 

substituer dans l'équation proposée. 

On parvient plus facilement au résultat en écrivant l'équa- 

sin X 
tion 1/ = C sous la forme 

X 

xy = C sin x. 
On en tire : 

ày dC , 

x-^-|-t/ = — sinx-4-C cos x , 
rfx~^ rfx ^ 

et 

d'y . dij dK . dC 

^ TT + 2 ~ = -— : sm X -f 2 -T- ^08 X — C sin X. 
ox* dx dx* dx 

19 
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Additionnant la première et la troisième de ces équations, 

on obtient 

cTC . . rfC 

--— sm X -4- 2 -— cos X = 0. 

ax" dx 

dC 

Si Ton pose-- =p, on a : 

dx 

— - sm X -|- 2p cos X = 0, 
dx 

D'où 

dp , 

[-2 cotg X ax SB 0; 

P 
et, par intégration, 

logp -f- log sin'x = log C. 

Donc 

C 

sm"x 

ou 

de C 



dx sin'x 
D'où, par nouvelle intégration, 

G = — C cotg X + G", 

Substituant cette valeur de C dans Tintégrale particulière, 
on obtient pour l'intégrale générale cherchée : 

^ . sin X ^, cos X 
ti = C" C . 

. X X 

ou, en remplaçant C" par AcosX et C'par — AsinX, 

t/ = — sin (x + a). 

X 
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Kiomple III* l 



Soit à développer, par la méthode des coefficients indé- 
terminés, rintégrale de l'équation 

Posons 

y = A:e« + BxQ + C^y + D«' -j (3) 

série ordonnée suivant les puissances croissantes de x et 
dans laquelle les coefficients Â, B, C ... et les exposants a, 
P, Y ... désignent des quantités indéterminées. 
De Texpression (3), on tire 

-l=Aa(a— i)a;«-« + B(3(p— |)a^-« + Cr(r — llx^"* 
dx 

et 



ax 



"</ = Aaa;«*- + Bax^+" + Caxy+" + Dax^+' + • • 



Additionnant ces deux équations membre à membre, on 
trouve, en vertu de l'équation proposée : 

+ Aax«+* +Bax^+* +Caxy+» +...J""^' 

Pour que le premier membre de cette équation soit nul 
comme le second, c'est-à-dire pour que l'équation soit 
identique, il faut d'abord, puisque a — 2 est le plus petit 
des exposants de x , que l'on ait : 

Aa(a— l) = 0, 

ou plutôt, puisque Â ne peut être nul, 

a(a— 1)=0. 



^ 
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L'identité sera complète si Ton pose ensuite 

p — 2 = tf + w, r — 2 = p-f-n, (î— 2 = r + w... (4) 
et 

Bp;p-l)-f-Aa«0,Cr(r-i)4-Ba«0,D(î(^-l)4-Ca=0...(5) 
On satisfait à l'équation a(a — 1) = 0, par a = Oeta = l, 

lo Soit a = 0. 

Les équations (4) donnent : 

p = n + 2, y = 2ii + 4, (î = 5n + 6,... 
et, par suite, on tire des équations (5) 

Âa 



B = — 



C« + 



D= — 






i.2(«+ 1)(2n + 3j(w + 2)* 

Aa' 
1 . 2 . 3(w + 1) (2/1 + 3) (3n + 5) (n + 2)' 



Substituant ces valeurs de a, p, y, 8... et de B, C, D... 
dans l'équation (3), on obtient : 



f/ = A I : + 

J L (n + 4)(n + 2j^ 



aV"+* 



+ 2) ' 1.2(n + l)(2w + 3j(« + 2)* 



.3 »3n46 



a-x""^" "1 

+ clc.J(C) 



l.2.3(w-j-l)(2w + 3)(3« + 5)(/î+2)* 



C'est une intégrale particulière de l'équation proposée, 
puisqu'elle ne contient que la seule constante arbitraire A, 

2o Soit a = l. 

Si l'on opère comme nous venons de le faire pour a = 0, 
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et que l'on change A en A', on trouve cette autre intégrale 
particulière : 






a^x*"-* » 



2(n + 5)(2n-|-5)(n+2)' 

+ ctc.J(7) 



i .2.5(« + 3)(2w + 5)(37i + 7)(w+2)' 

La somme des deux intégrales particulières est l'intégrale 
générale cherchée. 

Remarque /. — Lorsque n== — 2, les séries (6) et (7) sont 
en défaut, car les dénominateurs de leurs termes deviennent 
nuls; donc ces termes eux-mêmes, infinis. Mais l'équation 
est alors : 

— + — =0, 
dx^ ^ X* 

et peut s'intégrer comme suit : 
Si l'on pose 

on trouve : 

dx 
et 



,=-Aa(a— l)a;«-^ 



et, par addition, membre à membre, de ces deux équations 

a (a — I ) -j- a = 0. 

Si donc on représente par aj et o^ les racines de cette 
équation du second degré en a, l'intégrale générale est 

y == AiX«i + A^"^. 

Remarque IL — Des séries (6) et (7), la première est en 

2r— 1 
défaut, sans que la seconde le soit, quand n = ; 
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tandis que la seconde est en défaut, mais non la première, 

quand n = , r désignant un nombre entier. Dans 

chacun de ces cas, on n'obtient donc qu'une intégrale 
particulière. 
Pour trouver l'intégrale générale, posons avec Euler : 

t/ c= u + i? log Cx , 

u représentant une fonction de x à déterminer, v l'intégrale 
particulière et C une constante arbitraire. 
On aura : 

rf*y . d^u d'v ^ dv V 

d? ^dx* '^d?^^^^^'^xdi'"?' 

ax^y = ax"u -{- ax"v log C'a:. 

Par addition de ces équations, membre à membre, on 
trouve après simplification : 

cPm 2dy V 

— + -/ ;awx"=0, 

dx^ X dx x* 

équation qui, intégrée, donne w. 

Soit, par exemple, 

n = — \ 

d^y ay 
L'équation sera --i -|- ~ = et la série (7) en fournira 

dx x 

l'intégrale particulière : 

[ax* , a'x' a'x* 1 

X — — — -{ — 1- etc. . 

Après avoir posé 

y 5= ?/ -|- 1) log Cx , 

l'équation qui déterminera u sera 

d'w 2dv V au 
dx^ xdx X* X 
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Pour intégrer cette équation, posons 

ti = B -}- Bjx + Bjx' + Bsx' + etc. 

On trouvera : 

(Pu 

— - =1.2B, + 2.5B3X + 5.4B4r«+ etc., 

crx* 

2rfv /I a a'x aV \ 
= 2A 1 h etc. , 

v lia o*x tt'x* \ 

au /B \ 

— . = o - + Bj + Bjx + B3X* + etc. . 
X \x / 



Si Ton additionne ces quatre équations, membre à 
membre, et que, pour rendre identique l'équation résul- 
tante, on égale à la somme des coefficients des mêmes 
puissances de x , on obtient : 

A-|-aB=.0, 

3aA . _ 
2B,-— + aB4 = 0, 

i 

m 

5a'A 
2.3.B, + -^+aP,==0,e(c. 



D'où Ton tire, avec deux constantes arbitraires A et Bi , 

A 5aA aB| ^ 14a*A a% 

B = , Bac= ' Ba = , etc. 

o' * 2' 2 ' 2^5« ^2'.3' 

Mais puisque Ton a déjà introduit la constante arbi- 
traire C dans log Gx, on peut faire B, = et l'on a : 

A 3aA i 4a'A 

B -. B.= — . B, ^^. etc. 
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L'intégrale cherchée est donc 

ri 3« , . Ua* I 

t/ = — A ra:'+ -— - x' — etc. 

+ A X 1 — — — - — - — — -- + etc. loa: Cx. 

^ L I/i I.•2^5 1.-2*. 3*. 4^ J ^ 

(Euler.) 

1. Développer, comme dans l'exemple I, l'intégrale de 
l'équation 

T. = "'-'• 

Séries sommées, on obtient, résultat prévu : 

y - Ce-. 

2. Développer, par le théorème de Mac-Laurin, l'inté- 
grale de l'équation 

du 

On obtient d'abord 



X X* X* 



y = y„^,_- + ____ 



/ X* x' X* \ 

+ ^y""^Hl.2.3.4~ 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.^.(3 ""^^''V 



Cette expression peut s'écrire : 



(X X* x' X* \ 

1 X a* x^ \ 

^ \ 1 ^ 1.2 1.2.3/ 
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- En désignant la constante i/o — 6 par C , l'intégrale cher- 
chée est donc 

y = Ce-' + 6 (i — x) + Sx* — x\ 



3. Développer, par le théorème de Taylor, l'intégrale de 
l'équation : 

d'y 

dx' 



■73 = ^y- 



Si Ton désigne i/o par Ci et F' (^o) par Ca, on obtient : 

y = C, + C,{x^oro) + --l{x^x,Y+j-^{x^Xof 

. 2a*Cî+2aCf 
+ i.2.5.4 (^-^^^'+'''' 



4. Développer, par le théorème de Mac-Laurin et par 
la méthode des coefficients indéterminés, l'intégrale de 
l'équation 

d'y 

-^ax + y = 0. 

On trouve d'abord : 

/ jp* X* x^ 

(x x' , x« 

_i_ r etc. 

^ *\i 1.2.3^1.2.3.4.5 

/ x' x" x' 

-f- a 1 = — etc. 

^ \1.2.D 1.2.3.4.5^1.2.3.4.5.6.7 

Donc, en se rappelant les développements de cos x et 
de sin x, 

y = Cj cos X + Gî sin x + a (x — sin x). 
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5. Développer, par le théorème de Mac-Laurin, l'inté- 
grale de réquation 

Le théorème employé ne fournit que l'intégrale particu- 
lière 

Pour trouver l'intégrale générale, on représente l'intégrale 
particulière par v, et l'on pose, comme dans l'exemple III : 

y = Il + V log Cx. 

On obtient pour l'équation en u : 

(Pu dv du 
rfx*^ dx^ dx^ 

et, intégrant par la méthode des coefficients indéterminés, 
après avoir posé 

M =3 B + BjX + B,x' + Bjx" + B4X* -f . . , 

on trouve : 

3x« ilx» Six* , . B 

M = 2A(x -r- 4-—r^ — r-n+ etc.)+-t?. 

V 2» «^ 2330 2'.3'.4'~ ^^A 

Par suite, 

3x' \\x^ Six* , 

y = 2A(x r + -7-^ ~ , , ; + etc.) 

^ \ 2' 2^.3' 2*. 3'. 4* 

+ ^^' ~r'+iTi--ïr2r3^+K2r^ 

B 

car on peut faire — = 0, à cause de la constante renfermée 

A 

dans log Cx. 
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6. Chercher, par développement, l'intégrale de l'équation 

Si l'on remplace a par — a* et que Ton fasse n = — 4 

dans le résultat obtenu pour l'intégrale de l'équation 

d*y 

— + ax"y = 0, exemple III, on a 

y== A 1 H Uetc. 

. , r , J a* la* i «• . 1 

+ A' a;+ — 1 H +etc. , 

^ L «-^^ 1.2.3.4:»» ^ 1.2.3.4.5.6a;' ^ J 

résultat qu'on peut écrire 

^ xfa .la'. 1 o" . i o' . 1 

V = A.- -H h etc. 

^ aLa:^1.2.3a:''~1.î2.5.4.5a;''^1.2.3.4,5.6.7a'^ J 

r la* ^ "* _L ^ "* 1 

+ A^[1+ ^"^^ + 1:2X4^ + 1.2.3.4.5.6^^ +^^''J' 

ou bien, comme il est facile de s'en assurer. 



OU encore 



— [î(-+^)'^+î(*-^)«--]- 



Donc si l'on désigne 



i(A'+l)parC. et 1 (a' _ A) parC., 
l'intégrale cherchée est 
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7. Chercher, par développement, Tintégrale de l'équation 

— + — =0. 

Si Ton opère comme dans l'exercice précédent, on obtient : 

/A a a\ 

v = X — sin — [- A' cos - • 

\o X xl 



8. Développer l'intégrale de l'équation : 

— + — = 0. 
r/x* ^ x' 

C'est chercher l'intégrale de l'équation --4 + ax'^'u = 0, 

quand n = — 3. 

Si l'on opère comme on l'a fait pour n = — 1, dans la 
remarque II de l'exemple III, on trouve d'abord l'intégrale 
particulière 

r i a la* 4 a» "1 

V = A 1 •■ 1- etc , 

L i.2x^l.î2'.3x* 1.2*.3*.4x'^ J' 

et, après avoir posé 

1/ =a « + 17 log Cx 

et 

1/ = B'x + B + B^x-' + BaX-«+ B3X-' + etc., 

on obtient pour l'intégrale générale cherchée 
_ n ^ 3a 1 14a* 1 70a' i "1 

. r 1 a . 1 a' la' 1 

+^L l":^x+^2^3?'-î:2^3ûi^^ 

9. Développer l'intégrale de l'équation 

d^y ay 

— + — = 0. 

X* 
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C'est chercher l'intégrale de l'équation -— -)- ax"y = 0, 

quand n = — - • 

Si l'on opère comme dans l'exercice précédent en faisant 
t/ = B + BjX^ + BjX + B5X5 -f B4a* + ... 

on obtient : 

ri 11 8.4fl 3 100. i6a' , 1 

V = — A — X* X* -I X — etc. I 

+ A^x--x« + ^^-x^-^-^-^,-^x^ + etc.^^ 



10. Développer l'intégrale de l'équation de Riccati 

g + a,' = 6x". 

Si l'on pose, 

1 dz 

!/=— •:r' 
ttz dx 

z étant une fonction de a; à déterminer, l'équation devient 

d'z 



dx' 



= abx"'z , 



équation qui n'est autre que celle traitée dans l'exemple III, 
si l'on remplace z par y et — ab par a. 



